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摘  要:训练样本的质量直接影响到训练阶段的训练质量（或效果），进而在一定程度上影响到测试阶段的分类精

度。训练样本的代表性和典型性则反映出训练样本质量的一个重要方面。对于当前非常流行的深度学习模型研究，

如何尽可能地减少训练样本的数量，一方面成为一个非常“棘手”的问题，另一方面从实际应用的角度来看，这

也上升为一个经济或成本方面的问题。文章提出一种适用于训练样本选择的斜交因子模型方法，该方法松弛了 Q

型因子分析和对应分析对于公因子之间独立的假设条件，并在斜交参考解的基础上提出一种适合训练样本选择的

近似求解斜交旋转的方法。实验与分析表明:提出的方法是可行、有效的。与基于正交因子模型的方法相比，它可

以更好地描述或逼近现实的真实情况，可以选择出更合理、更具有代表性的典型训练样本，并且还可以取得满意

的分类精度。适用于训练样本选择的斜交因子模型方法优于基于正交因子模型的训练样本的选择方法，被选择的

训练样本，其分布相对更分散、更合理，而且总的分类精度平均提高 3%左右。提出的方法，在理论方面可以为优

化样本的采集提供一种理论支持，在实际应用方面对样本的采集具有指导或参考意义。 

关键词:  斜交因子模型；训练样本；影像分类；正交因子模型；样本选择 

中图分类号:  P237                                                  文献标志码:  A  

 

训练样本的质量和数量直接影响到训练阶段的训练质量（或效果），进而在一定程度上影响到测试阶段

的分类精度[1-6]。如何选择训练样本一直困扰着影像分类领域的研究工作者。训练样本的典型性或代表性反

映出训练样本质量的一个重要方面[7-10]。特别是对于当前非常流行的深度学习模型研究，如何尽可能地减少

训练样本的数量，或者说如何才能使得所需的训练样本能够达到“少而精”的目标，这一方面成为一个非

常“棘手”的问题，另一方面也上升为一个经济或成本方面的问题[11-22]。文献[23]提出一种基于 Q 型因子

分析的训练样本的选择方法，利用 Q 型因子分析从一批样本中选出少数的具有一定典型性的样本作为训练

样本。并且与基于人工随机地选择训练样本的方式进行了比较试验，试验结果表明该方法可以获得更好的

分类精度。此后，考虑到计算量等问题，在文献[24]的基础上提出一种基于对应分析的训练样本的选择方法，

以克服 Q 型因子分析计算量大的缺点。实际上，文献[23]和[24]所采用的因子模型中的公因子都是正交的（称

为正交因子模型），而且进行的因子旋转也是正交旋转，这意味着在利用 Q 型因子分析或者对应分析时必须

假设那些公因子（即所选择的代表性或典型性的“公共样本”）是相互独立的，然而在现实中对样本（或变

量）都发生影响的公因子之间往往是相互联系的，即公因子之间是相关的，称这种相关的公因子为斜交公

因子（简称斜交因子），大量实验数据证明了斜交因子是普遍的，而正交因子只是在少数范围内存在，或者

作为斜交因子的一种近似[25-26]。鉴于此，本文提出一种适用于训练样本选择的斜交因子模型方法，该方法

松弛了 Q 型因子分析和对应分析对于公因子之间独立的假设条件，并在斜交参考解的基础上提出一种适合

训练样本选择的近似求解斜交旋转的方法。实验与分析表明，本文提出的方法是有效、可行的。与基于正

交因子模型的方法相比，它可以更好地描述或逼近现实的真实情况，可以选择出更合理、更具有代表性的

典型训练样本，并且还可以取得更加满意的分类精度。 
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1 训练样本的选择方法 

正交旋转通常是指在旋转的过程中因子之间互相正交，并且始终保持初始解中因子之间不相关的特性，

这种模型称之为正交因子模型。然而，在实际的应用中，公因子之间常具有一定相关性。所以，在实际应

用中，就需考虑通过斜交旋转得到斜交因子解。与正交因子解不同，在斜交因子解中，因子模型的公因子

系数就不是变量与因子间的相关系数[22-24]。由此看来，一个完全的斜交因子解，除因子模型之外，还需要

因子之间相关系数的相关矩阵和反映变量与因子间相关系数的因子结构。本小节先简单回顾一下正交因子

模型，接着依次介绍斜交因子模型和基于斜交参考解的斜交旋转方法。 

1.1 正交因子模型 

通常对 n 个样本的 p 个特征依次进行观测，可以得到一个大小为 p × n 的原始观测数据矩阵 X 。对于

每个特征通常包括 n 个样本的观测值，组成如下的随机观测向量 x  

                
1 2

( , , , )
T

n
x x x x                                                (1) 

式中，变量
i
x ( 1, , )i n 表示某个特征的第 i 个样本的观测值。假设我们可以用少于 n 个样本（假设 m 个，

m n ）来代表这组观测样本，在这种情况下某些样本可以视为是其它一些样本的线性组合。如此便可以

减少样本的观测成本，进而也简化了观测系统。对于正交因子模型，
i
x 可表示为如下的形式： 

                    
1 1 2 2i i i i m m i i

x a F a F a F a                             (2) 

式中，
j
F ( 1, , )j m 是公因子，它是每一个样本中都会出现的因子。

i j
a 表示公因子

j
F 的因子载荷，也

称为相对重要性（即权系数），
i

 是个别样本所特有的一个特殊因子，
i

a 是这一特殊因子的权系数。正交因

子模型可表示为： 

                         
1 1 1n n m m n n n

x A F a                                     (3) 

式中， A 称为因子载荷矩阵， a 为特殊因子载荷，而 F 和  分别为公因子和特殊因子。 

因子载荷矩阵 A 中的元素
i j

a 表示第 i 个样本与第 j 个公因子的相关系数，依据其绝对值大小就可以判

断样本的典型性（或代表性，相对重要性）。该值越大表明被选为典型性或代表性样本的可能性就越大。如

果 | |
i j

a 的值越大，就表明第 i 个样本具有较大的载荷，比其它的样本具有更好的典型性或代表性，因此第 i

个样本就作为公因子
j

F 的典型性或代表性样本，这就是进行训练样本选择的理论基础或依据。 

1.2 斜交因子模型 

如果忽略了特殊因子，而且假设 x 已经标准化，正交因子模型可以表示为 x A F ，其中载荷矩阵 A

的元素
i j

a 刚好为
i

x 与
i
F 之间的相关系数。然而，如果公因子之间不是正交的，即公因子之间是相关的，斜

交公因子将记为T ，相应的载荷矩阵用 W 来表示。当忽略了特殊因子后，斜交因子模型可以写为如下形式 

                        x W T                                                      (4) 

或者写为 

                 
1 1 2 2i i i i m m

x w T w T w T                                      (5) 

式中
1 2
, , ,

m
T T T 为斜交公因子，它们可以视为斜交坐标的单位向量，

i
x 视为斜交坐标系上的向量

i
P ，则

i j
w

为
i
P 在斜交因子轴

j
T 上的坐标，称它为斜交因子载荷。对于正交因子，因子模型就是因子解，这时因子模

型和因子结构是一致的。但对于斜交因子，两者是有区别的。 

实际上，斜交因子解是由正交因子解变换而来。 

1)因子变换矩阵 

所谓因子变换矩阵，就是从正交因子 F 变换（旋转）成斜交因子T 的变换矩阵。如果把
1 2
, , ,

m
T T T 看

成斜坐标轴系的单位向量（即长度为 1），则
j
T 在 m 个正交因子

1 2
, , ,

m
F F F 方向（正交坐标轴系方向）上

的投影：
1 2

, , ,
j j m j

t t t （即
j
T 端点的正交坐标）就是斜坐标轴

j
T 相对于正交坐标因子轴

1 2
, , ,

m
F F F 的夹
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角余弦，其平方和等于 1，即 

                    | | c o s ( , )
i j j j i

t T T F                                               (6) 

                            
1 2

( , , , )
T

j j j m j
T t t t                                         (7) 

                      
2

1

1

m

ij

i

t



 ， ( 1, 2 , , )j m                                          (8) 

将公式（7）写成矩阵形式 ( )
i j m m

T t


 便是正交因子
1 2
, , ,

m
F F F 变换成斜交因子的变换矩阵。 

2)斜交因子的相关系数矩阵 

m 个斜因子轴既互不独立，必有相关，就要确定刻画 m 个斜交因子之间相关性的相关矩阵：

( )
i j

L l ( , , 1, 2 , , )i j m ，其中元素
i j

l 表示斜因子
i

T 与
j

T 的相关系数
i j

T T
r ，就是

i
T 与

j
T 之间的夹角余弦。

从而斜交因子的相关系数矩阵为 

                                       
'

L T T                                     (9) 

3)因子结构矩阵（变量与斜交因子的相关系数矩阵） 

                                ( )
i j

S s                                              (10) 

其中元素
i j

s ( 1, 2 , , ; 1, 2 , , )i n j m  表示第 i 个变量
i

x 的向量
i

P 在斜因子轴
i

T 上的投影。 

因子结构矩阵 S 可以通过正交因子负荷矩阵 A 和相对应的因子变换矩阵 T 得到: 

                                   S A T                                       (11) 

4)斜交因子载荷矩阵 

由式（5）斜交因子模型，于是有: 

                      
1 2

1 2
( )

j j j m j
iT i j i T T i T T im T T

r E x T w r w r w r                             (12) 

由（9）式，则有: 

1 2

1 2

1 2

1 1 1
1 1 1 2 1 1 1 1 2 1

2 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2

1 2 1 2

m

m

m

T T T
m m

T T T m m

n n n m m m m mn T n T n T

r r r w w w l l l

r r r w w w l l l

w w w l l lr r r

     
     
      
     
     
      

                  (13) 

写成矩阵: 

                                           S W L                                  (14) 

把式（9）和式（11）代入式（14）式得: 

                                  
'

[ ]A T W T T                                    (15) 

从而有: 

                               
' 1

[ ]W A T                                           (16) 

式（16）表示，当已求得正交因子负荷（已知 A ）时，只要知道
'
T 就能求出斜交因子载荷矩阵 W 。但

由于T 不是对称矩阵，所以也可以用式（14）求 W ，即 

                                           
1

S W L                                (17) 

至此，对于斜交因子解，它涉及到斜交因子的相关系数矩阵 L 、因子结构矩阵 S 以及斜交因子载荷矩

阵W 。无论要求 L 、S 、W 中的那一个都必须求出T ，而由T 的定义知道，它的第 j 列是斜交因子轴
j

T 在

正交因子轴
1 2
, , ,

m
F F F 的坐标系中的方位余弦。那么如何求出T 呢？为此，提出用斜交参考解来实现斜

交旋转的方法。 

1.3  基于斜交参考解的斜交旋转方法 

在正交因子轴
1 2
, , ,

m
F F F 构成的坐标系中，斜交因子轴

1 2
, , ,

m
T T T ，是该坐标系中的 m 个单位向
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量。在该坐标系中再引入 m 个单位向量：
1 2
, , ,

m
   ，称它们为斜交参考轴。 

如果将
1 2
, , ,

m
T T T 和

1 2
, , ,

m
   视为两组斜交因子轴，而 ( )

i j m m
T t


 是正交因子轴

1 2
, , ,

m
F F F

变换到斜交因子轴
1 2
, , ,

m
T T T 的变换矩阵，它的元素

i j
t 刚好为

i
T 与

j
F 的夹角余弦。类似地，设 ( )

i j m m



 

是正交因子轴
1 2
, , ,

m
F F F 变换到斜交参考轴

1 2
, , ,

m
   的变换矩阵，其中

i j
 是

i
 与

j
F 的夹角余弦。

现在来看 T 与  的关系，知道其中一个，如何求另一个？令 

 

' ' ' '

1 1 1 1 2 1

' ' ' '

' 2 2 1 2 2 2

1 2

' ' ' '

1 2

m

m

m

m m m m m

T T T T

T T T T
D T

T T T T

     

   
  

   
      

   

   
        

           (18) 

D 是由斜主因子
1 2
, , ,

m
T T T 与斜参考因子

1 2
, , ,

m
   的相关系数所组成的矩阵，由于

i
T 与

j
 ( )i j 相互垂直，因此

'
0 ( )

i j
T i j   ，因而有: 

                    
' ' '

1 1 2 2
( , , , )

m m
D d ia g T T T                                (19) 

设
1

( )
i j m m





  ，则: 

' '

1 1 1 1 1 1 1

' '

' ' 1 ' 1 2 2 2 1 2 2 2

' '

1

[ ] [ ]

m

m

m m m m m m m

T T

T T
T T T

T T

 

 

 

 

  

 
 

 
      

 

 
   

      (20) 

因
'

T 每一行元素平方和应为 1，即 

                           
' 2 2 2 2

1 2
[ ] [ ] 1

i i i i im
T                            (21) 

故 

                          '

1
2 2 2

2 21 2

1

1 1

( )

i i m

i i im
i l

l

T

  




  

  


                   (22) 

由于所作斜交参考轴
i

 垂直于斜因子轴
l

T ( )i l ，所以 D 矩阵是一个对角阵，对角阵上的元素为

1

' 2 2

1

1 / ( )

m

i i i l

l

T 



   。由此可以看出
'

T 就等于  的逆（
1

 ）按行“正规化（长度为 1）”而得到的矩阵。 

1.4 训练样本的选择方法 

实际上，斜交旋转是从某一正交因子解出发，经过变换（旋转）最终求出斜主因子解，这个解应包括

斜主因子模型，因子结构矩阵和斜交因子相关矩阵。针对影像分类中训练样本选择的具体问题，本文提出

了适合于实际应用的基于斜交因子模型的训练样本选择方法，现将步骤归纳如下。 
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设经方差极大旋转后正交因子模型为 A 。 

1)按文献[23]的方法求出初始载荷矩阵 A ，再将 A 按行正规化得矩阵
*
A ； 

2)将
*
A 的各元素绝对值 k 次幂（ k 为 2 的适当正整数），并保留其原来的符号，得矩阵 H ； 

3)由已求出的
*
A 和 H ，建立

*
A 对 H 的最小二乘拟合，即令 

                                       
*
A C H                                (23) 

其中C 是 m 阶方阵，用
*
A 去左乘式（31）式两边，然后再用

* ' * 1
[ ]A A 左乘所得方程的两边，

则可解得 

                                    
* ' * 1 * '

[ ]C A A A H                          (24) 

4)将C 按列正规化，得斜交参考矩阵 ； 

5)将
1
按行正规化得斜交变换矩阵

'
T ； 

6)据式（9），式（14），式（16）式分别求得斜交因子解的相关系数矩阵 L 、结构矩阵S 以及斜交载荷

矩阵 W ，即： 

                                    
'

L T T                                     (25) 

                                           S A T                (26) 

                                          
' 1

[ ]W A T 或 1
W S L                    (27) 

为了使所得的解更加“理想“，可让 k 为 2、3、4、 ，依次进行旋转，比较各次的结果， k 值增大

到因子相关矩阵相对稳定下来为止。根据实践经验，较为适当的 k 值通常在 2~4 之间。一般来讲，给定的

一组变量之间相关关系越复杂， k 值也就越高。而 k 值应取多大，则需要具体问题具体分析。 

7）根据上述的斜交载荷矩阵 W ，从原始的观测样本中选择出这类地物的代表性样本集（序号）Samples

为：
1

{ | m a x { | | } 1, . . . . , }
i j

i n

S a m p le s i w j m
 

 ； 。 i 代表原始的观测样本的序号，而 | |
i j

w 表示对元素
i j

w 取绝

对值。 

8）重复上述1）～7），选出各类地物的代表性样本集，作为每一类的典型训练样本。 

9）用上述方法选出的训练样本进行训练或学习，得到基于 Naive Bayes Classifiers 的分类器[27-30]，接着

把所有采集的样本当作测试样本进行测试，最后统计总的分类精度。 

2 实验与分析 

为了验证本文提出方法的正确性和有效性，在本文的试验中，选取了10幅国内某个城市地区的23 cm×

23 cm的黑白航空影像和澳大利亚某个地区的6幅23 cm×23 cm的黑白航空影像。根据野外调绘的结果，对

这16幅大的航空影像人工分割为小块的684幅小图像，并将它们分成四类：山地（219幅）、水田（154幅）

林区（154幅）和居民地（167幅），其中最小的为16×16像素，最大的为40×40像素。在实验中每一类的样

本分为两组。一组是训练样本（样本序号在前50的样本作为训练样本），另一组是把被选为训练样本以外的

剩下的样本都当作测试样本。下图1是每一类的三幅样本，从实验中得到下图2和图3的结果。 

      

(a)灌木                                  (b)居民地 
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(c)水田                                             (d)山地 

图 1 每一类中的三幅样本图像 

Fig.1 Three samples for each class 

2.1 所选训练样本分布情况分析 

以居民地和林区两类为例，为了更好便于比较与分析，将它们显示在二维主分量特征平面上。每个样

本的特征经过主分量变换，得到第一主分量和第二主分量。图 2 表示经过正交因子模型后被选中的具有代

表性的典型样本。图中横坐标表示第一主分量，纵坐标表示第二主分量。图中的红色叉（×）号表示居民

地，蓝色的（+）加号表示林区，圆圈（⭕）表示经过 Q 型因子模型后被选中的具有代表性的典型样本。

而图 3 表示经过斜交因子模型后被选中的具有代表性的典型样本。 

 

 
图 2经过 Q型因子模型后被选中的具有代表性的典型样本 图 3经过斜交因子模型后被选中的具有代表性的典型样本 

Fig.2 selected samples of based on Q-factor model          Fig.3 selected samples of based on oblique factor model 

 

从图 2 和图 3，不难发现，经过两种不同的因子模型，被选中具有代表性的典型样本有所不同。比较来

看，经过斜交因子模型后被选中的具有代表性的典型样本比经过 Q 型正交因子模型后被选中的具有代表性

的典型样本，分布相对分散一些。而在图 3 中，可以明显地发现，有两处地方，被选中的典型性样本在样

本空间中“紧挨着”，似乎存在着一定的相关性。这很可能是因为正交因子模型忽视了公因子之间是相互独

立的原因造成的，或者说由于忽略了现实中对样本（或变量）都发生影响的公因子之间往往是相互联系的

（即公因子之间是相关）这个事实而形成的结果。 

2.2 不同训练样本选择方法的精度 

基于 R 型因子的分析方法是针对特征这个维度进行分析的，而基于对应分析的方法由于受到所选训练

样本的数量必须小于等于特征提取数量的限制，所以在本文的比较实验中，只选用了基于 Q 型因子的分析

方法与基于斜交因子模型的方法进行比较。图 4 是 4 种方法得到总的分类精度的比较结果，横轴表示被选

中训练样本的数量，纵轴表示总的分类精度。图中米字形状的代表随机选取样本方法得到的结果，五角星

形状的代表基于 Q 型正交因子模型得到的结果，正方形状的代表基于斜交因子模型得到的结果，圆形表示

基于数据驱动选择的“最优”训练样本选择方法，搜索空间巨大。比如：在 684 个样本中选择 15 个“最优”

样本，其组合有
1 5

6 8 4
C ，所以在本文的试验中引入了遗传算法进行优化。下表 1 是四种方法在总的分类精度

方面的数值比较，限于篇幅，只列出部分，训练样本数量 N 从 15 到 50，每增加 5 个训练样本列出总的分

类精度值，最后两列分别是在训练样本数量在 15 至 50 之间每一种情况下统计所得总的分类精度的均值和
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标准差。表 2 是 4 种方法在错分样本数量方面的比较结果。 

表 1 四种方法的分类精度比较 

Tab.1 the comparison of the four methods 

N 15 20 25 30 35 40 45 50 mean std 

斜交因子 0.91 0.93 0.93 0.93 0.93 0.93 0.93 0.93 0.93 0.005 

正交因子 0.88 0.89 0.88 0.90 0.90 0.90 0.90 0.90 0.90 0.006 

随机选择 0.80 0.82 0.85 0.86 0.87 0.88 0.89 0.91 0.86 0.031 

数据驱动 0.88 0.88 0.88 0.88 0.89 0.88 0.89 0.89 0.88 0.003 

 

表 2 四种方法的错分样本数量比较 

Tab.2 the comparison of the misjudged samples 

N 15 20 25 30 35 40 45 50 

斜交因子 58 47 45 43 45 41 43 43 

正交因子 75 71 73 65 63 61 65 65 

随机选择 128 112 96 86 80 77 69 59 

数据驱动 73 70 75 75 68 70 68 68 

 
图 4 4种方法的分类精度比较 

Fig.4 The comparison of the four methods 

 

从上图表中，可以明显地发现，总体上基于斜交因子模型的结果要好于基于 Q 型正交因子模型的结果，

平均要高出 3%左右，而且总的分类精度的波动（即标准差）也从 0.006 1 下降到 0.004 6，这便可以表明所

选的训练样本更具有典型性和代表性。当被选中的典型训练样本数较少时，两种方法的分类精度偏低，而

且波动较大。随着所选典型样本数量的增多，两种方法的分类精度逐步提高，并一致趋向于稳定。这一方

面说明，前期随着所选典型样本数量的增加，典型样本发挥着其自身典型性和代表性的作用。一旦达到典

型性样本的数量或规模，或者说，这些典型性样本能够足够代表样本空间时，再继续增加样本，其作用或

意义显得微乎其微。更为重要的是，由于松弛了 Q 型正交因子模型中对于公因子之间独立的假设条件，理

论上更加符合实际的情况。而对于基于数据驱动的方法，很可能由于巨大的搜索空间更易陷入局部最优解

或者受到初始解选择等原因，其结果表现一般。从实验的结果来看，在总的分类精度的波动方面，也可以

明显地看到基于斜交因子模型比基于 Q 型正交因子模型要更好，更稳定一些，这也从侧面反映出基于斜交

因子模型所选择出的典型样本比基于 Q 型正交因子模型所选择的典型样本更合理，而且更具有代表性或典

型性。此外，从另外一个方面来看，这也为合理科学地确定训练样本的数量提供了较好的依据或参考。  



 

 
 

3  结 语 

在基于 Q 型正交因子模型的训练样本选择方法中，所采用的因子模型中的公因子都是正交的，而且进

行的因子旋转也是正交旋转，这意味着在利用正交因子模型时必须假设那些公因子（即所选择的代表性或

典型性的“公共样本”）是相互独立的。然而，在现实中对样本（或变量）都发生影响的公因子之间往往是

相互联系（即公因子之间是相关的）。鉴于此，本文提出了一种适用于训练样本选择的斜交因子模型方法，

该方法松弛 Q 型正交因子模型中对于公因子之间独立的假设条件，并在斜交参考解的基础上提出一种适合

训练样本选择的近似求解斜交旋转的方法。实验与分析表明，本文提出的方法是可行，而且在分类精度方

面要好于基于 Q 型正交因子模型的方法，而且所选的典型性样本更合理、也更具有代表性。此外，本文提

出的方法也可以为合理科学地确定训练样本的数量提供了较好的依据或参考。  
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phase and then further will have an influence on the overall classification accuracy in the testing phase. In fact, 

representativeness or typicalness of training samples is able to reflect the quality of training samples in a way. 

Especially for the currently popular deep learning methods, it has needed thousands or millions of training samples. 

Therefore, how to reduce the number of training samples for deep learning method becomes a very important 

problem. In another hand, from the actual application angle, it is also very expensive. Therefore, we research one 

method of reducing the training samples as less as possible based on the representativeness or typicalness of 

training samples. Method: selection of training samples based on oblique factor model is proposed and it relaxes 

the independent condition among common factors in the orthogonal factor model, which is able to better describe 

the real world. Results: Experimental results show the proposed method is feasible and effective and it is able to 

select more representative training samples than the method of selection of training samples based on orthogonal 

factor model and achieve better performance in the overall classification precision and stability.  Experimental 

results show that selection of training samples based on oblique factor model outperforms selection of training 

samples based on orthogonal factor model. And the distribution of selected samples becomes more decentralized 

and reasonable and the overall classification accuracy averagely improves about 3%. Conclusions: the proposed 

method, not only supports how to optimize capturing data in the theory, but also is able to guide how to effectively 

capture data in the actual application. 

Key words: Oblique factor model; training samples; image classification; orthogonal factor model; samples 

selection 
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