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摘　要:基于非线性同伦思想 ,提出了非线性最小二乘同伦方法, 并推导出相应的GPS 同伦非线性模型和算法。

算例表明 ,对于精度较差的初始值, 采用同伦非线性GPS 伪距定位模型较线性最小二乘求解精度要好。
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　　在 GPS 定位数据处理中 ,存在大量的非线性

模型 ,GPS 定位观测方程是一个典型的非线性方

程。另外 ,GPS 成果是WGS_84地心坐标下的三

维坐标 ,而实际应用中的成果常采用国家参心坐

标系或地方独立坐标系下的坐标 ,因此 ,需要利用

坐标转换参数将 GPS成果转换到国家坐标系(地

方坐标系),而采用的坐标转换模型通常是非线性

的。GPS约束平差或 GPS 联合平差中的约束条

件和部分观测方程也是非线性的 ,对于这些非线

性方程的求解问题 ,基本均采用经典的数据处理

方法 ,即将方程按泰勒级数展开至一次项 ,并忽略

二次及其以上的各项 ,来实现方程的线性化 ,即用

线性最小二乘近似取代非线性最小二乘 。这就要

求首先参数的近似值必须与其真值较为接近 ,其

次要求模型的非线性程度较弱 ,只有满足这样两

个条件的线性近似才能取得较优的结果 。然而在

GPS定位中 ,这种条件往往难以满足 ,因此 ,线性

化的 GPS 非线性函数模型必然会影响到其真实

性。因而必须研究 GPS 数据处理的非线性模型

问题及相应的处理方法 ,以期获得更符合实际情

况 、高精度的定位结果。

1　同伦算法

1.1　同伦算法的基本思想

连续 同伦 算法是 Chow , Mallet_Paret 和

Yorke(1978)提出的 ,其基本思想为:

对于非线性方程

f(x)=0 (1)

式中 , x ∈ R
n
;f 为该空间的光滑映射 。

构造 f 与另一个光滑映射g的一个线性同伦

函数

H(t , x)= tan(x)+(1 -t)f(x)∈ Y (2)

式中 , t ∈[ 0 , 1] , [ 0 , 1] ×X  R
n+1
,而光滑映射

H 将(n+1)维空间的参数[ n +1] ×X 影射为 n

维空间的Y 。

当 t=1时 , H(1 , x)=g(x)

当 t=0时 , H(0 , x)=f(x)
　 x ∈X

式中 , g(x)=0 的零点已知 ,如可取 g(x)=

x -a , a 为R
n 中的常向量 ,因而 g 有惟一的零点

x
0
=a ,而方程 H(0 , x)=0就是式(1)的解。因

此 ,求式(1)变为求同伦方程 H(t , x)=0的解 。

式(2)中 ,对于 y =0 ,由于
 H
 (t , x)

≠0 ,则称 0

是 H 的正则值 ,那么由微分拓扑学中的逆像定理

知 ,函数逆像 H
-1(y)是一位光滑流形 ,即为简单

光滑曲线 ,称该曲线为同伦曲线。

因此 ,只要从(1 , a)发出的同伦曲线有界 ,连

续跟踪该曲线至另一端点 t =0时 ,相应的 x 即

为式(1)的解。

1.2　同伦算法

同伦方程的求解主要是对同伦曲线的连续跟

踪 ,故取满足同伦方程的弧长 s及曲线λ(s):

H(λ(s))=H(t(s), x(s))=0 (3)

将方程(3)两边同时对 s求导 ,得:

 H
 s
=  H
 (t(s), x(s))

=0
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 H
 s
(λ(s))﹒t(s)+

 H
 x
(λ(s))﹒x(s)=0 (4)

对式(2)求导后得:

[ - f(x(s))+x(s)-a] ﹒t(s)+[ t(s)I +

(1 -t(s))
 f
 x(x(s))] ﹒x(s)=0 (5)

　 　 由 于
 H
 (t , x)

≠ 0 , 那 么 矩 阵

-f(x(s))+x(s)-a

t(s)I +(1-t(s))
 f
 x(x(s))

T

满 秩 , 因 此 ,

式(5)在区域内具有惟一解。

因而可采用解微分方程初值问题的数值解

法 ,求解初值问题的微分方程:

[ - f(x(s))+x(s)-a] ﹒t(s)+[ t(s)I +

　(1 -t(s))
 f
 x
(x(s))] ﹒x(s)=0

(t(0), x(0))=(1 , a)

(6)

实现对同伦方程(3)的求解。

因此 ,如果曲线 λ(s)有界 ,则可用微分方程

初值问题从(1 , a)开始跟踪曲线直至超平面。在

跟踪过程中 ,为了避免连续跟踪造成数值解的误

差积累 ,导致从曲线 λ(s)滑向另外一条曲线 ,产

生错误解 ,可采用解微分方程初值的预估_校正

法。例如 ,可采用四阶 Runge_Kutta 方法来取数

值解的近似解 y′k ,再用 Now ton 迭代法 ,校正到

其精确解 yk ,从而使计算 y 0 , y 1 , … , yk 造成的误

差不会影响 yk+1的精度 ,保证了解的稳定性 。

2　GPS非线性同伦最小二乘模型

GPS定位的伪距与待定位点坐标之间是一

种非线性关系:

 D j
i = (X

j
(t)-X i)

2
+(Y

j
(t)-Y i)

2
+

(Z
j
(t)-Z i)

2 1/2
+C(δti -δt

j) (7)

伪距观测方程(7)含有待定位的坐标(X i , Y i , Z i)

和钟误差等 4个未知参数 ,因此 ,需同时观测 4颗

及其以上的卫星 ,即 j≥4(j 为所观测的卫星数),

获得 j 个伪距观测方程才能实现定位。

在通常的 GPS 伪距定位数据处理中 ,利用待

定位点坐标的近似值 ,代入伪距观测方程 ,按泰勒

级数展开至一次项 ,得观测方程线性化近似误差

方程:

V
j
i(t)=-

(ΔX j
i)0

(Dj
i(t))0

δX i -
(ΔY j

i)0
(Dj

i(t))0
δY i -

(ΔZ j
i)0

(D
j
i(t))0

δZ i +C(δt i -δt
j
)+L

j
i(t),

j =1 , 2 ,3 , … (8)

当观测卫星数 j≥4时 ,根据线性最小二乘原理

V
T
V=min求得定位坐标的解。

采用这种近似的线性最小二乘定位求解法 ,

一方面由于待定点位的近似坐标精度很差 ,从而

导致定位精度下降 ,所求的定位坐标值不够准确;

另一方面 ,该数据处理方法无法反映定位模型所

具有的非线性的内在本质和特性。本文研究将同

伦非线性方法引入到 GPS伪距定位数据处理中 ,

应用非线性最小二乘原理来求解待定点的坐标平

差值 。

将式(7)写成非线性误差方程有:

V
j
i(t)= (X

j
(t)-X i)

2
+(Y

j
(t)-Y i)

2
+

(Z
j
(t)-Z i)

2 1/2
+C(δt i -δt

j)- D j
i(t)

j =1 , 2 ,3 , … (9)

令 Vi(t)= V
1
i(t), V

2
i(t), V

3
i(t), …

T

Xi = X i , Y i , Zi

f
j
(Xi)= (X j(t)-X i)

2 +(Y j(t)-Y i)
2 +

　(Z j(t)-Z i)
2 1/2 +C(δt i -δt

j)

f(X i)=[ f
1
(Xi), f

2
(Xi), f

3
(Xi), …]

T

 Di =[  D
1
i ,  D

2
i ,  D

3
i , …]

对 t 时刻所观测的 j 颗卫星 ,有:

Vi(t)= f(Xi)- Di (10)

按照非线性最小二乘原理:

V
T
iVi(t)=(f(Xi)- Di)

T
(f(Xi)- Di)=min

求一阶导数 ,并令其等于零 ,有:

 (V
T
i Vi(t))
 Xi

=2(
 f(Xi)
 Xi

)T(f(Xi)- Di)=0

(11)

即有非线性方程:

(
 f(Xi)
 Xi

)
T
(f(Xi)- Di)=0 (12)

由同伦非线性方法 ,对其构成同伦函数 。令

F(Xi)=(
 f(Xi)
 Xi

)T(f(Xi)- Di)=0

(13)

H(t , Xi)= t(Xi -a)+(1-t)F(Xi)

(14)

　　为对该同伦函数跟踪求解 ,采用求解偏微分

方程组初值法 ,因此 ,需对其求一阶偏导数构成偏

微分方程:

 H(t , Xi)
 (t , Xi)

=0
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Xi -a -F(Xi)
 t
 s
+

tI +(1 -t)
 F
 X

 X
 s =0 (15)

将式(13)代入式(15),则有:

Xi -a -(
 f(Xi)
 Xi

)T(f(X i)- Di)
 t
 s
+

t I +(1-t)
 f(Xi)
 Xi

T  f(Xi)
 Xi

+

 2 f(Xi)
 X2

i

T

(f(X i)- Di)
 Xi
 s
=0 (16)

令 Ai =
 f(Xi)
 Xi

, Gi =
 2 f(Xi)
 X2

i
,

L i = f(Xi)- Di

式(16)可写为:

Xi -a -AT
i Li)

 t
 s
+ tI +(1 -t)·

(AT
iA i +G

T
i L i)

 Xi
 X

=0 (17)

3　非线性同伦最小二乘平差算例

根据解微分方程初值的预估_校正法 ,采用

式(6)的微分方程初值对同伦非线性最小二乘模

型(17)求解 ,从 t=1 , X =a 的端点开始 ,跟踪曲

线 λ(s),直至其收敛到 t=0 , F(X
＊
)=0 时曲线

的另一端点 ,从而获得满足非线性最小二乘的非

线性方程解 、待定点位的坐标平差值 ,同时根据

 σ20=±
V

T
V

m -4
求出单位权中误差 。

 H
 (t , x)

= Xi -a -A
T
i L i)

 t
 s
+ t I +

　(1 -t)(A T
iAi +G

T
i L i)

 X i

 X
=0

(t(0), X(0))=(1 , a)

(18)

　　为了进一步研究 GPS 非线性同伦最小二乘

方法的可行性 、求解特点 ,以及实际应用的有效

性 ,对某 GPS观测非线性方程用同伦最小二乘进

行实际求解。

实例　GPS 时刻 t ,在地面 P 点同时观测 8

颗卫星 ,各卫星在该时刻的星历坐标及其至地面

P 点的伪距观测均列于表 1。表 2为利用距该时

刻 5min之后的另一组观测数据求得的 P 点的另

一组坐标值与相应的精度 。

由计算结果对比可以看出 ,由于在定位模型

中没有考虑电离层 、对流层和卫星星历偏差的改

正参数 ,因而所求的结果与实际坐标存在明显的

系统偏差 ,在 X 坐标上相差达 30 多 m 。尽管存

在系统误差 ,但是采用同伦非线性最小二乘较近

似线性最小二乘求解 ,其精度有较明显的改善。

表 1　GPS 伪距观测值的定位值(1)

Tab.1　Positioning Value by GPS Pseudo_range Observation(1)

卫星号 伪距/m
卫星坐标

X /m Y/m Z/m

3 20 557 914.697 -12 647 356.002 2 320 891.826 2 119 653.752

13 24 153 634.807 11 304 741.359 10 538 349.009 21 625 701.577

19 24 710 789.398 15 788 657.769 11 652 778.090 18 134 569.384

20 23 876 157.894 13 086 596.030 23 006 463.946 -1 861 379.281

22 20 798 532.362 -8 704 397.326 13 911 425.858 20 511 429.993

25 22 016 161.749 -22 673 098.379 9 676 443.495 9 899 119.149

28 21 245 751 596 1 683 778.276 22 085 682.088 14 905 015.414

31 22 894 552.930 -2 908 158.473 23 959 863.832 -10 960 196.90

实际坐标值  σ0/m -2 411 013.636 5 380 269.718 2 425 129.7020

同伦非线性解 6.92 -2 411 047.829 5 380 270.318 2 425 129.479

线性最小二乘解 8.37 -2 411 050.405 5 380 267.513 2 425 132.638
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表 2　GPS 伪距观测值的定位值(2)

Tab.2　Positioning Value by GPS Pseudo_range Observation(2)

卫星号 伪距/m
卫星坐标

X /m Y/m Z/m

3 20 483 087.808 -12 698 535.287 23 087 532.038 5 958 194.834

13 23 990 563.663 10 960 364.595 11 190 206.288 21 477 430.989

19 24 577 533.492 -15 177 933.779 11 785 357.531 8 560 749.538

20 23 959 067.844 12 979 982.665 22 984 063.839 -2 714 818.375

22 20 881 528.179 -9 162 011.387 13 342 390.877 20 701 251.641

25 22 065 301.484 -23 000 341.139 9 265 074.675 9 140 560.295

28 21 240 905.639 1 360 564.548 21 682 776.433 15 517 078.672

31 22 711 585.601 -3 135 756.658 2 424 679.693 -10 215 911.864

实际坐标值  σ0/m -2 411 013.636 5 380 269.718 2 425 129.720

同伦非线性解 6.69 -2 411 049.121 5 386 270.172 2 425 128.093

线性最小二乘解 9.71 -2 411 049.570 5 380 267.206 2 425 133.000
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