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三维空间实体间拓扑关系的矩阵描述*
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摘　要　三维空间实体及其间拓扑关系的语义描述和形式化表达是三维 GIS空间数据建模的重要理论基

础。 在 k-维流形的三维空间实体形式化描述方法的基础上 ,根据三维空间实体的可剖分性 ,采用顾及维数的

九元组描述框架 ,研究用于构成三维实体的 k-单纯形 ( 0≤ k≤ 3) 之间的拓扑空间关系 ,继而研究三维实体间

的拓扑空间关系。
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　　为了在空间数据建模时表达三维空间实体及

其相互关系 ,需要研究和发展三维空间实体之间

拓扑关系的语义描述和形式化表达方法 [1 ]。就三

维空间实体本身而言 ,笔者在文献 [2 ]中提出了

基于 k-维流形的形式化描述方法 ,将三维空间实

体定义为一个可定向的 k-维伪流形 (k-pseudo

manifold) ( 0≤ k≤ 3) ,它对应于一个紧致、连通的

n -维流形或是具有一个或多个 n-维流形边界的紧

致、连通的 (n+ 1) -维流形 ( 0≤n≤ 2) ,在几何上

可划分成若干个 k-单纯形 (k-Simplex ) (k≤ 3)。

这为进一步研究三维空间实体间拓扑关系的形式

化描述与表达提供了可靠基础。

笔者曾在 Egenho fer等人提出的二维空间实

体拓扑关系九元组描述框架 [10 ]和 Clementini等

人提出的维数扩展法研究基础上 ,提出了顾及维

数的三维空间实体间拓扑关系描述框架 [2 ]。但该

方法仅适用于简单三维空间实体间拓扑关系的描

述。对于一些复杂的三维空间实体而言 ,将上述描

述框架直接加以扩展还存在很多问题。 例如 ,

图 1 ( a )由一个封闭的面状实体 M和一个封闭

的线状实体 L构成 ,由三维空间实体的定义及形

式化描述可知 ,这两个空间实体的边界都为零 ,因

此 ,它们之间的拓扑关系无法用九元组来加以描

述。再如 ,对图 1 ( b)、 ( c)所示的两个面状实体 ,

它们之间的拓扑关系也很难用九元组来描述 ,即

使勉强将其归结为相互覆盖 ( ov erlap) 关系 ,对

于图 1 ( b)、 ( c)所示的两种不同情形也无法加以

区分。对图 1 ( d)、 ( e)所示的面状实体 M和线状

实体 L之间的拓扑关系 ,其描述也存在着同样的

问题。因此 ,必须探讨出一些新的方法来解决三维

空间实体间拓扑空间关系的形式化描述问题。

1　 k-单纯形间的拓扑关系

设 S
k
表示 n维欧氏空间 R

n
中任意一个 k-单

纯形 ( 0≤ k≤ 3)。由点集拓扑学的概念可知 , 0-单

纯形为三维空间中的一个点 ,其边界为空 ; 1-单纯

形为闭线段 ,其边界为闭线段的两个端点 ; 2-单纯

( a) ( b) ( c) ( d) ( e )

图 1　复杂三维空间实体间拓扑关系

Fig . 1　 Topo lo gical Rela tionships Betw een Complex 3D Spa tial Featur es
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形为三角形 ,其边界为三角形的三条边 ; 3-单纯形

为四面体 ,其边界为四面体的四个面。三维空间中

任意两个 k-单纯形 A和 B的边界 (LA,LB )、内

部 ( A°, B°) 和余 ( A
- 1
, B

- 1
)之间的交集构成的九

元组为:

R ( A, B ) =

LA∩ LB LA∩ B° LA∩ B- 1

A°∩ LB A°∩ B° A°∩ B- 1

A
- 1∩ LB A- 1∩ B° A- 1∩ B- 1

=

S11 S12 S13

S21 S22 S23

S31 S32 S33

( 1)

其中 , Sij ( i , j= 1, 2, 3)的取值范围为  , 0, 1,

… , dim( Sij )。dim ( Si j )的值为交集 Sij的维数 ,若

交集 Sij为空 ( ) ,则 dim ( Si j )的值为空 ( ) ;若

交集 Sij不包含 1-单纯形、 2-单纯形和 3-单纯形 ,

但至少包含一个 0-单纯形 ,则 dim ( Si j ) 的值为

0;若 Sij不包含 2-单纯形和 3-单纯形 ,但至少包含

一个 1-单纯形 ,则 dim ( Sij )的值为 1;若 Si j不包

含 3-单纯形 ,但至少包含一个 2-单纯形 ,则

dim ( Sij )的值为 2;若 Si j至少包含一个 3-单纯形 ,

则函数 dim ( Sij )的值为 3。 在三维空间中 ,由于

max (dim ( Sij ) ) = 3, Sij最多有 5种不同取值 ,即

 , 0, 1, 2, 3,因此 ,通过九元组最多可以描述两个

k-单纯形 ( 0≤ k≤ 3) 之间 59种可以加以区分的

拓扑关系情形。为了方便系统管理和用户使用 ,笔

者对公式 ( 1)描述的 59种拓扑关系中可以实现

的情形进行了分类 ,定义了相邻、包含、相交、部分

覆盖、相离、相等 6种基本拓扑关系类型。

定义 1　相邻 ( touch)关系:

　〈A , touch, B〉 A°∩ B°=  ) ∧

( A∩ B≠ )

　　定义 2　包含 ( in)关系:

〈A , in, B〉 ( A°∩ B°≠ ) ∧ ( A∩ B = A )

　　定义 3　相交 ( cross)关系:

　〈A , cross, B〉 dim ( A°∩ B°) <

( max ( dim( A°) , dim (B°) ) ∧

( A∩ B≠ A ) ∧ ( A∩ B )≠ B )

　　定义 4　部分覆盖 ( ov erlap)关系:

〈A , ov erlap, B〉 dim ( A°∩ B°) = dim( A°) =

　　dim (B°) ∧ ( A∩ B≠ A ) ∧ ( A∩ B≠ B )

　　定义 5　相离 ( disjoint )关系:

〈A , disjoint, B〉  A∩ B =  

　　定义 6　相等 ( equal)关系:

〈A , equal, B〉 〈A , in, B〉∧ 〈B , in, A〉

其中 , 3元组 ( A , R , B )表示 k-单纯形间拓扑空

间关系的基本类型是将 Clementini等提出的二

维空间实体间拓扑关系最小集的定义加以扩展而

得来的。其中 ,相邻、包含、部分覆盖及相离关系类

型的定义与二维的情形相同 ,在此 ,仅对相交关系

的定义进行了修改并增加了相等关系的定义。 这

是因为 ,在二维空间中 ,线与线只能相交于一个

点 ;线与面只能相交于一条线 ,即对任意两个空间

实体 ,其相交部分的维数必然比两个空间实体维

数中较大的一个的值少 1。而在三维空间中 , 1-单

纯形与 2-单纯形相交于一个点 ,与 3-单纯形相交

于一条线 ; 2-单纯形与 2-单纯形相交于一条线 ,与

3-单纯形相交于一个面。即对任意两个 k-单纯形 ,

其相交部分的维数必然比 2个 k-单纯形维数中

较大的一个值小。因此 ,笔者对二维情形下的相交

关系定义进行了修改 ,将两个 k-单纯形相交部分

的维数定义为小于两个 k-单纯形维数中较大的

一个值。对于两个相等的空间实体 A和 B ,虽然

其拓扑空间关系可以用包含关系表达 ,即用以下

的形式加以表示: 〈A , in, B〉∧ 〈B , in, A〉。但本

文为了与现实世界中相等的概念相对应 ,同时 ,也

为了表达方便起见 ,定义了第 6种拓扑关系 ,即相

等 ( equal) 关系。这 6种关系类型具有互斥性与

完备性 ,即任意两个 k-单纯形间的拓扑关系只可

能是这 6种基本拓扑关系类型之一 ;且上述 6种

基本拓扑关系类型可以完全表达基于维数扩展法

的九元组框架 ,即式 ( 1)所描述的全部关系 [2 ]。

采用上述方法 ,可以描述三维拓扑空间中任

意两个 k-单纯形之间的拓扑空间关系。表 1给出

了三维拓扑空间中任意两个 k-单纯形 A和 B之

间可能具有的拓扑关系类型。

2　三维空间实体间的拓扑空间关系

根据三维空间实体的定义与拓扑性质 ,任意

一个三维空间实体均对应于一个 k-维伪流形

( 0≤ k≤ 3) ,在几何上可剖分成若干个 k-单纯形

(k≤ 3)。设有两个三维空间实体 L和 M ,分别由 p

和 q个 k-单纯形组成 , L= {Skj|0≤ k≤ 3, 1≤ j≤

p } , M= {Ski|0≤ k≤ 3, 1≤ i≤q}。 为描述 L和 M

间的空间拓扑关系 ,特构造拓扑关系矩阵 T:

T =

T ( S
k
1 , S
k’
1 ) … T ( S
k
p , S
k’
1 )

  

T ( Skp , Sk’q ) … T ( Skp , Sk’q )
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表 1　 k-单纯形 A和 B间的拓扑关系类型

Tab. 1　 Topological Rela tionships Types Between k-simplexes A and B

A

B
0-单纯形 1-单纯形 2-单纯形 3-单纯形

0-单纯形

〈A , equal, B〉
〈A , di sjoin t, B〉

〈A , touch,B〉
〈A , di sjoin t, B〉

〈A , t ouch ,B〉
〈A , in, B〉
〈A , dis joint ,B〉

〈A , t ouch, B〉
〈A , in,B〉
〈A , di sjoin t, B〉

1-单纯形

〈B , t ouch, A〉
〈A , dis joint ,B〉

〈A , touch,B〉
〈A , equal,B〉
〈A , di sjoin t, B〉

〈A , in, B〉
〈A , t ouch ,B〉
〈A , cross, B〉
〈A , dis joint ,B〉

〈A , in,B〉
〈A , t ouch, B〉
〈A , cross ,B〉
〈A , di sjoin t, B〉

2-单纯形

〈B , t ouch, A〉
〈B , in, A〉
〈A , dis joint ,B〉

〈B , in , A〉
〈B , touch , A〉
〈B , cross , A〉
〈A , di sjoin t, B〉

〈A , equal ,B〉
〈A , in, B〉
〈A , t ouch ,B〉
〈A , cross, B〉
〈A , dis joint ,B〉

〈A , in,B〉
〈A , t ouch,b〉
〈A , cross ,B〉
〈A , di sjoin t, B〉

3-单纯形

〈B , t ouch, A〉
〈B , in, A〉
〈A , dis joint ,B〉

〈B , in , A〉
〈B , touch , A〉
〈B , cross , A〉
〈A , di sjoin t, B〉

〈B , in, A〉
〈B , t ouch, A〉
〈B , cros s, A〉
〈A , dis joint ,B〉

〈A , equal, B〉
〈A , ov erlap,B〉
〈A , in,B〉
〈A , t ouch, B〉
〈A , di sjoin t, B〉

其中 , T ( S
k
j , S
k’
i )表示单纯形 S
k
j 和 S
k’
i 之间的拓

扑关系 ,它可以用上节定义的 6种拓扑空间关系

类型来描述。设 U表示所有拓扑关系类型集合的

并 ,即 U= Rdis joint∪ R touch∪ Rin∪ Rcross∪ Roverlap∪

Requal , 表示空关系 ,则 T中任意一个元素 T ( S
k
j ,

S
k’
i )的值满足以下关系式:

 i , j　 T ( S
k
j , S
k’
i ) U

 i , j　 T (Skj , Sk’i )≠  

　　对于图 1 ( d )、 ( e)所示的图形 ,可将线状实

体 L剖分成 3个 1-单纯形 S1i ( 1≤ i≤ 3) ,将体状

实体 M划分成两个 3-单纯形 S3j ( 1≤ j≤ 2) ,则分

别得到以下拓扑关系矩阵 T ,如图 2所示。

图 2　线状实体 L和体状实体 M的矩阵关系

Fig. 2　 Topological Rela tion Matrix Betw een Line L and Body M

　　值得说明的是 ,将空间实体的边界和内部划

分成单纯形 ,可能产生大量的碎片和数据 ,致使空

间实体的一些拓扑性质被大量的单纯形所隐藏或

埋藏。此外 ,由于两个单纯形间的拓扑运算并不产

生一个单纯形 ,还须在拓扑运算后重新将一个单

纯复形划分成一个单纯形。 为了减少数据冗余和

简化运算 ,将面状实体或体状实体边界面中位于

同一平面的 k个 2-单纯形 S
2
1 ,… , S

2
i ,… , S

2
k 进行

合并 ,定义为一个中间元素平面 ( Face):

Facei = S21 + … + S2i + … + S2k

其中每个 2-单纯形具有相同的法线矢量 ,且任意

两个 2-单纯形 S
2
p = ( Vp1 , Vp 2 , Vp 3 )与 S

2
q = ( Vq1 ,

Vq 2 , Vq 3 )间要么满足相离 ( disjoint )关系 ,即 S
2
p∩

S
2
q =  ;要么满足相邻 ( touch) 关系 ,即 S

2
p与 S

2
q

交于一个公共的 1-单纯形。平面 Facei的边界为:

LFacei = LS21 + … + LS2i + … + LS2k

　　由以上定义可知 ,平面 ( Face) 同胚于 2-单

纯形 ,它们具有相同的拓扑性质 ,任意一个 k-单

纯形 Sk ( 0≤ k≤ 3)与平面 ( Face)的拓扑关系即

等同于 k-单纯形与 2-单纯形间的拓扑关系。故可

通过构成空间实体的 k -单纯形 S
k ( 0≤ k≤ 3)和平

面 ( Face)间拓扑关系的交或并等 ,组合表达空

间实体点、线、面、体间的拓扑关系。 例如 ,对图 1

( a)中的线状实体 L和面状实体 M ,可将 L剖分

成 7个 1-单纯形 S
1
i ( 1≤ i≤ 7) ,即将 L分成 7条

线段 ,将 M可划分成 6个平面 Facej ( 1≤ j≤ 6) ,

则这两个空间实体之间的拓扑关系可用图 3 ( a )

表示。同理 ,可将图 1 ( b)和图 1 ( c)中的面状实

体 L剖分成 3个平面 Facei ( 1≤ i≤ 3) ,面状实体

M划分成 2个平面 Facej’ ( 1≤ j≤ 2) ,则这两个空

间实体之间的拓扑关系矩阵如图 3 (b)、图 3 ( c)

所示。
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T =

touch touch disjoin t dis joint di sjoin t dis joint touch

disjoin t dis joint di sjoin t dis joint di sjoin t dis joint di sjoin t

di sjoin t dis joint di sjoin t dis joint di sjoin t dis joint di sjoin t

di sjoin t dis joint di sjoin t dis joint di sjoin t dis joint di sjoin t

di sjoin t dis joint di sjoin t dis joint di sjoin t dis joint di sjoin t

touch dis joint di sjoin t dis joint di sjoin t dis joint touch

(a)

(b ) (c)

图 3　顾及 k-单纯形和平面的拓扑矩阵关系

Fig . 3　 Topological Rela tion Ma trix Based on k-simplex and Face

3　结束语

本文根据三维空间实体的可剖分性 ,采用顾

及维数的三维空间拓扑关系九元组描述框架 ,研

究了 k-单纯形 ( 0≤ k≤ 3)间的拓扑关系 ,继而通

过构成空间实体的单纯形间的拓扑关系的组合形

式描述了三维空间实体间的拓扑关系。这为进一

步建立三维拓扑空间数据模型打下了基础。其主

要意义在于: ① 在设计三维空间数据结构时 ,可

利用空间实体间的拓扑关系有效地组织数据 ,避

免数据冗余 ;② 可根据三维空间拓扑关系设计空

间查询函数 ,如基于多个拓扑约束条件的空间查

询 ,进而发展基于三维空间拓扑关系的空间推理 ;

③ 可根据空间实体间拓扑空间关系形式化理论 ,

进行三维拓扑空间数据库的拓扑一致性操作。
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Between 3D Spatial Features

Chen Jun　　Guo Wei
( Nat ional Geomatics Cen ter of China, 1 Baisheng Cun, Zizh uyuang, Beijing , china, 100044)

Abstract　 Formal description and representa tion of topolo gical relationships between 3D spa-

tial features is one of the key issues in developing 3D GIS. An approach was propo sed in this

paper to describe the topological relationships betw een 3D spa tial features w ith their k-sim-

plex components ( 0≤ k≤ 3) . The topological relationships fo r the pai r of k-simplex w ere ex-

amined wi th dimension-ex tend 9-intersection. Six types of primi tive relations w ere used,

such as touch, cross, in, disjoint, overlap and equal. The topo logical relationships betw een

3D spa tial features w ere described w ith a topological matrix T which compared the rela tion-

ships betw een any tw o k-simplex of the two 3D spa tial fea tures.

Key words　 3D spatial features; k-simplex; topological relationships; formal description;

space pa rtition; topological rela tionship matrix
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Development of the Methodology for Single Epoch

GPS Deformation Monitoring

Chen Yongqi　 James Lutes
( Departmen t of Land Su rveying and Geo-Informatics, Th e Hong Kong Polytechnic University, Hong Kong )

Abstract　 This paper discusses the methodo logy to process sing le epoch GPS observ ations

fo r defo rmation surv ey s. It takes full advantag e of the cha racteristics of deforma tion sur-

veys, i. e. , the position of a surv eyed point changes relativ ely small betw een tw o consecutiv e

surv ey epochs. Special a ttention is giv en to ef ficient solution of car rier ambigui ties and multi-

path effects. The tests indicate the methodolog y w o rks w ell and an accuracy o f a few mil-

limeters is achievable. The developed method can be used to process the GPS data f rom both

slow defo rmation and rapid /dynamic defo rmation moni toring.

Key words　defo rmation moni to ring; GPS; single epoch; methodolo gy
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