
自 由水 准 网 的 动 态 平 差

于 正 林

【提要】 为 了解决 大规模复测 水准网 的动态平差
,

本文从常规的 动态线性数学模型

出发
,

导 出 了复测水准 网 动态平差的基础 方程
。

为平差无起始数据的 自由水准 网
,

文章叙述 了伪观测 值平差法
,

并给 出 了在进行 自由 网两期整体平差时附加 阵 G T 的

具体形式 以 及在此情况下各种精度的估算公式
。

最后
,

介绍 了当两期水准网不完全

重合时
,

如何进行动 态平差的两种处理方法
。

以往的各种经典平差方案
,

尽管其平差方法 各有不同
,

但都是把观测值 l 看作观测向 量

L 的一组子样
,

它们是与观测时间 T 无关的一组随机量
。

平差时
,

通常采用的数学模型是静

态线性模型
,

即观测向量 L 与未知数向量 x 之间有线性关系

L = B X + △

( 1 )

事实上
,

许多观测量在某些外力的影响下
,

随 着时间而发生变化
。

因此
,

我们必须用运

动的观点来处理这些动态数据
。

目前
,

在复测水准网的动态平差中
,

通常采用的数学模型是

动态线性模型
,

即观测向量 L 与未知数向量 X 及水准点高程速率未知数向量入之间 有 如 下

线性关系
L = B

二

n x 1 n x t

X + B 、
入

t x 1 n x t t x l
( 2 )

式中 B
:

阵就是 ( 1 )式中的 B 阵
,

而 B
、

阵是与观测时间 T 有关的系数阵
。

多次重复观测为我们提供了动态处理的可能性
。

为了区分这两类不同的处理方法
,

我们

把前者 叫做静态平差
,

后者 叫做动态平差
。

本文从间接平差的理论出发
,

论述复测水准网动态平差的基础方程及自由水准网两期整

体平差的解算方案
,

并导出精度估算公式
。

最后提供各水准点在其观测时刻 T 时的最或是高

程
、

水准点高程的速率值以及它们可能达到的精度
。

一
、

基 本 思 想

设水准网的复测次数为 N
,

接此法平差的步骤是首先对第一
、

二两期水准网 作 整 体 平

差
,

第二步
:

对第二
、

三两期水准 网作整体平差
,

依此类推
。

这样
,

可直接解出相邻两期间

各水准点的高程速率未知数 入
。

此法
,

对于相邻两期而言
,

平差是严密的
。

现以第一
、

二两期为例
,

说明自由网两期整体平差的基本思想
。

1
、

误差方程式的列立

设一水准网共有
n
条测段 (或区段 )

, t 个水准点
。

第一
、

二期观测高差向量 L
( 1)

九 X l

L ` “ ’ ; 其对应的高差改正数向量
:

V “ ’ ,
V

` “ ’ ; 观测时间向量
:

(T
` ) , T “ ’ ;

对应于 观
n X 1 n X n 又 I n 火 l

测时刻 T “ 〕 ,
T

` “ 〕

时水准点的最或是高程 向量
:

H
( 1 )

t 又 1

H
( 2 )

X 1 0
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卫

设未知数向量

刀xl 入曰

一一 Yù

其 中 X
“ `

是第二期中心时刻 T J
么 ’
时水准点高程的列向量

,

久是水准点高程速率的列向量
。

第二期的中心时刻由公式

T 否
z ) 二 〔 t ` 洛

]

n

( 3 )

计算
。

式中巳
` “ )

〕为向量 T ` “ ’

中的所有元素之和
。

又设

X
(
2) 二 X )

2 + d X
` 2

( 4 )

式中 X J
“ ’

则

是 x ` “ ’
的近似值

,

由 L ` “ `

的概略值求出
。

dX
“ 、

是 x “ )

的改正数向量
。

X 告
么 ’ + dX

` “ ’
dX

戈2

呼
, 」二 Y 。 + d y ( 5 )

2 t x l 么 t 义 1

/,.sseelẁe气
、

十

、 lsè.ssseee尸(no曰
X/口,

l
es、

一一

、 jesesesesesles/

、、..̀了

.

几̀

Xd
`

dù
了,..,、式中

d y =

`、

l
.

J
矛(0八曰X

一一一一Y0Y

对于第一
、

二两期可分别列出误差方程式
:

O

、 、|
.

|
、r

||/X月
`习U

2,|

!ō |!é

V
( 1 ) 二 B ` l )

n x Z 飞

=

[只气
1

1

月!
1 )

( 6 )

d X
` 2

V
( 2 ) = B Z

n x Z t

d y + U
( 1 ’

n 父 l

d y + U
` “ )

皿 又 1 d 入

)
· u

l )

)
· U

’ 2 ’
门 ,les目

B咪
`X*Bnx

一||
.

|ì

一一

其中系数矩阵 B要
` ’ , B二

2 ’ 的元素是 。 或士 1 ; B支
` ’ ,

B受
2 、

的元素是 。 或 士△t {
` ’

和土△t {
2 ’ 。

而△ t l
` ’ , △ t l

“ ’ 分别表示各期观测时间列与第二期中心时刻 T 右
“
之差

。

即

△ t : ” = t {
` ’ 一 T 吕

2 ,

△ t :
“ 、

= t :
2 ;

现以第一期水准网中的第 i

} ( i = 1 , 2 ,
一

, n )
。

( 7 )
T 吞

2

测段为例导出误差方程式的钝量形式
。

下
lx丫

节了 丈
尸叹〕一

曰
·
、

才

沙H
入

份ù曰了
“`

l一
。

ù

l,̀

1
1
1

井
才

图一
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由图一可以看 出
:

对应于观测时刻 t { } ),

相邻两水准点的最或是高 程

H {
` 〕 = x

1
2 ’

+ △ t l }
’
入;

( 8 )
,

、 t.rJ

H {
`

「

= x
(
“ ’

+ △ t { {
)

入

式中

△ t l {
’ 二 t针

) 一 T {
“ ’

由水准测量的基本公式可知
:

i
,

i两点间的最或是高差

h { }
’ = h l }

’ + V I {
’ = H (

` ’ 一 H I
` ’ ,

式中
v
: }

’
是第一期水准观测高差 h } {

’ 的改正数
。

( 8 ) 式代入 ( 9) 式得

h l {
’ + v

: }
’ = x

(
2 一 x

{
“ ’ + △ t { } 入

, 一 △t荟}
’ 入; ,

巨口

v
{ {

’ = 一 x
{ ” + x

{
2 ’ 一 △t } }

’
入

; + △ t l {
’
入j 一 h度{

’

将未知数的近似值代入上式
,

则得第一期水准网中第 1 1测段的误差方程式

v
{ {

’ = 一 d x
l
“ ’ + d x

} ” 一 △ t l }
’ d入

. + △ t l {
’ d入j + u

{ {
1

, ,

式 中
u
{ {

’ = 一 x
{三

’ + x

(愁
’ 一 h l {

’ 。

同理
,

可得第二期水准网中第 ij 测段的误差方程式

v
l考

’ = 一
d x

:
2 ’ + d x

(
“ ’ 一 △t ;于

’ d入
; + △t }誉

’ d入i + u l号
’ , 了

式中

( 9 )

( 1 0 )

( 1 1 )

u
}考

’ = 一 x
}己

’ + x

(营
’ 一 h {子

’

△ t l号’
= t l子

’ 一 T J
Z ’ 。

2
、

自由网两期整体平差的解算方案

O

、、...尹L l)

L Z ,

、
_

( V “ ’
\

l
。 _

V =

l
_ _ , .

1
, 一 ` “ 汽 山

\ V
’ ` ’ l ,

Z n 汉 Z t

( B “ ’ 、
’ _

(

!
_

, .

!
。

尸
.

=

l
\ B ’ `

”
s ` “ x 二

\

U ` l ,

U ` 2 ,

了,..、
,

一一L洲
令

则 ( 6) 式变为

V = B d y + U
。

根据最小二乘法原理
,

在 V T PV = m i n 的原则下
,

可得

V T P B = 0

即 B T
P V = 0

式中 P 为 L 的权阵
,

若 (L ” ,
L ` “ ’ 相互独立

,

则有

( 1 2 )

( 1 3 )

`

.于
.
.几

(。
P
x

n

.2

、 l lwewe夕P
又 1 ) 0

, P ` 2 ’ 分别为 L “ ’ , L ` “ ’ 的权阵
。

尹lwewel
l

一一
nǹ

P
x

n2

将 ( 1 2 ) 式
、

P ( 2 )

( 1 3 ) 式合并得如下基础方程组

一 PV + P B d y + P U = 0

( 14 )
B T P V

将 (6 ) 式代入上式
,

}
略加计算整理可得如下基础方程组
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、
J

尸匀,l了、
O

\ 11

1
.
.了
11|es
.

夕/
.一

P ` ” V “ ’ + P “ ) B三
` ) d x ` 2 ) + P ` ’ ) B失

` ) d久+ P “ ) U “ ’ = O

一 P ` “ ’ V ` “ ’ + P ` 2 ’ B奥
2 ’ d x ` “ ’ + p ` “ ’ B失

“ ’ d入+ P ` “ ’ U ` “ ’ = 0

B奥”
T
P “ ’ V ` ” + B奥

2 ) T P ` “ ’ V ` “ ’ = 0

B支
` ’ T

P “ ’ V “ ’ + B支
“ ’ T P ` “ ’ V ` 2 ’

它是一组对称的线性方程组
。

由基础方程组可得如下法方程式

B
T P B dY + B

T P U = 0
,

、

简写为

N d Y + W = = O
。

其中

( 1 6 )

( 1 7 )

N = B T P B
,

W = B T P U
。

( 1 8 )

由于我们采 用的是无起始数据的自由水准网平差
,

所以
,

误差方程式的系数矩阵 B为列

不满秩阵
。

在两期自由水准网的整体平差中
,

它的秩 R ( B ) = Z t 一 2 ,

所以
,

法方程的系数阵

N 是奇异的
,

即 d e t ( N ) = 0
。

现用伪观测值法解之
。

将原误差方程式和假误差方程式联立
,

则有

V 二 B d Y + U

V来 = G
T

d y } ( 1 9 )
2 x l ` 又

或写成

{vvd
一

{刹
d y ·

{ ( 2 0 )
O

、子.1
山

leeZ

再组成法方程式

此时
,

( N + G G
T
) d y + W 二 0

法方程式的系数阵 ( N 十 G G
T

) 是非奇异的
,

d y = 一 ( N + G G
T
)
一 ’

w
。

( 2 1 )

( 2 2 )令故

( N + G G
T
)
一 ` = Q

2 七 x Z t

( 2 3 )

d y = 一 QW = 一 Q B
T
P U

。

另外
,

由线性代数可知
,

亏秩相容方程组 N dY + W 二 o 的解
,

可直接写 为

d y = 一 N
+

W
,

忆 t x Z t

此时 N
+ = ( N + G G

T
)
一 ` 一 G G

T = Q 一 G G
T ,

令 Q Y = Q 一 G G
T

( 2 4 )

d y 二 一 Q
Y

W = 一 Q
Y B T P U

。

由 ( 2 4 )
,

( 2 5 ) 两式可以得到如下结论
:

对干法方程组的解 d y 来说
,

Q 与 Q
Y

( 2 5 )

等价
。



7 6 武 汉 测 绘 学 院 学 报 1 98 1年

而附加阵 G
T

是伪观测值 L 带 相应误差方程式的系数阵
,

它由以下两式决定

B G = 0

( 2 6 )
O

、..、.rJ

G
T

G = E

根据上式
,

我们给出自由水准网两期整体平差时的附加阵

1 1 … 1 0 0 … O

( 2 7 )

0 0 … 0 1 1 … 1 )
而每行 中 1 的个数等于 t

。

易知
,

此时的 G
T

阵满足 ( 2 6 ) 式中的两个条件
。

{
X ( 2 ) 、 匕 X 名

“ ) 勺 厂 dX ( 2 ) 、
}

= Y 二 Y 。 + d y 一
} {+ I }

尸 气 0 尸 气 d 入 声

故各水准点相应于第二期中心时刻的最或是高程为

X ( “ ’ = X S
“ ’ + dX ( “ ) ( 2 8 )

各水准点高程的最或是速率

入= d 入
。

各水准点相应于观测时刻 t叹”
,

H I
` ’ = x

}
“ ’ + △ l {

H {
2 ’ = x

{
“ ’ + △ t {

3
、

精度评定

( 2 9 )

}
“ ’ 时的最或是高程可由下式计算

( i
= 1 , 2 , … t ) ( 3 0 )

O

、.L.rJ
:吕.山人

、八飞八
、 .月J、产,人2

已知 r x ` 2 ’ 、
Y 二 } }

气入 尸

故水准点的高程未知数 X ` 2 ’ 及高程速率未知数 入的协因数阵为

Q
二 ( 2 ) Q

二 ( 2 一;

X t t X t

Q 、 : ` 2 一 Q 、

欠 t 土 X t

{
/l

l
lJ、

一一Q

由 ( 2 4 ) 式知 d y = 一 Q B
T P U

,

由协因数传播律得

Q
, = Q B T P Q

。 。
P B Q

,

经简化可得 Q
y

的最后形式

Q
, = Q 一 G G

T = (N + G G
T
)
一 ` 一 G G

T 。

( 3 1 )

( 3 2 )

Q
二 ` 2 ) 、

}
=

( N · G G
·

,
一 ’ 一 G G

T 。

( 3 3 )

Q 、

、尹,翻2
.`̀户.X

X.人OQ2,leswe!、

除了未知数的协因数阵之外
,

有时
,

我们还要知道其它量如

数 F 二 f d y 的协因数阵
,

为此我们将这些量结合成一个向量 H

U
,

W
, L ,

V 及未知数 函

m x l 皿 x Z t

令

H
T = 〔 U

T

W
T

d y
T L T

将 H 向量中的所有元素都表示成 U 的函数
,

V
f 厂 T

〕

则可写 出

( 34 )
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E

B
T P

一

Q B
T

P

一
B Q B

T
P

E 一 B Q B T
P

一

f Q B
T P

( 3 5 )

由广义协因数传播律得

Q h 、 =

((( Q 一 G G T ) f TTT

{{{ B Q f TTT

}}} ( B ( Q 一 G G
T
) f

T

)))

PPP
一 ` 一 B Q B TTT

OOO

((( P
一 ` 一

B ( Q
一
G G T

) B
T )))))

括号 内表示该协因数阵的实际计算表达式
,

特别在上机计算时
,

它们的协方差阵

D h h = a 若Q
h h ,

式中 a 若是单位权方差
,

它的估值由下式计算

用此式计算较为有利
。

( 3 7 )

a 若= V T P V / r =
V ( 1 ) T P ( 1 ) V

` 1 ) + V ( 2 ) T
P ( 2 ) V ( 2 )

2 ( n 一 t + 1 )
( 3 8 )

二
、

几种平差方案的比较

为了便 于说明问题
,

我们暂作如下规定
:

第 工方案
:

自由网分期平差法
,

即经典的间接观测平差法
,

不同之处在于未确定起始数

据 ;

第 五方案
: 采用参考文献〔 1 〕中的

“ 速率高差逐次平差法
” 。

此法是先进行速率条件平

差
,

求出速率的第一次平差值 丫 《 * 〕 ,

由 V ` 、 ,
将第一

、

二期的观测高差分别归算到它们 中

心时刻的观测高差 h T , ` ; , 和 h
T Z ` * , ,

然后对 h T , ` * , 和 h T Z 。、 , 分别进行高差条件平差
,

求

出高差的第一次平差 值 h,
: , ` 。 , 和 h’

T Z 。 ; , ; 由第一次高差平差值计算第二次速率值 入
“ 。 , , ,
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再进行高差平差
,

直到前后两次计算出的速率值相等或达到予定的精度要求时
,

则停止计算
。

第 皿方案
:

自由网两期整体平差法
,

即本方案
。

现以东北水准网为例进行比较
,

其比较结果列于表一
、

表二和表三内
。

表一
、

表二表示

平差结果的比较
,

表三表示有关精度指标的比较
。

表中的 l 是指中心 时 刻 按 T 忘
“ ’ = 口:

2 ’ 〕

/
n 二 1 9 7 8 年计算的结果

, l 来
是指中心时刻按 ( T S

` ” + T 名
“ ’ ) / 2二 1 9 6 9 年计算的结果

。

东北网的简况如下
: n 二 21

, t = 17
,

组成 5 个水准环
。

水准路线的总长 2 3 0 0 公 里
,

区

段距离在 20 一 2 70 公里之间变动
。

第一周期中大部份为 亚等观测成果
,

第二周期中的观测高

差均为 工等成果
。

各种方案均以距离定权
, 工

、
亚

、
l 等定权时的比例常数 为 1 : % : 写 ;

各期中的观测时间差较大
,

第一周期中观测时间的最大差数为 20 年
,

第二周期中观测 时 间

的最大差数为 8 年
。

水 准 点 最 或 是 高 程 比 较 表 表 一

第一期中心时刻的高程差 }A H I 第二期中心时刻的高程差 !△H }

0~ 1饥 m
1一 Z ln

叫 > Z m 爪 △H
m 。 二

0 ~ l m 价
{ 1~ Z m m ! > Z m m △H

二 。 二

l ~ I 1 2
。

9 } 7 4
。

1

l ~ 亚 O 一 2
。

0 { 9 3
。

5

班 ~ 兀带 平差结果一致

水 准 点 高 程 速 率 比 较 表 表 二

。
一:犷…

。

一 :芝

…
。

一 :骂…
> 。

:“

…
,一 ,

m

二

lll ~ 工工 555 222 222 888 0
。

9 111

lll wt 五五 弓弓 666 666 OOO 0
。

3 000

注①

②

表一
、

表二中未注单位的数字为水准点的个数
。

平差时
,

以 1 0 k m

的 工等观测高差为单位权观测
。

表 三

方方案号号 III 五五 lll l 辛辛

第第第 1 期期 第 2 期期期期期

VVV
T P VVV 9 3

。

6 222 1 4 4
。

0 333 2 0 3
。

6 000 2 1 1
。

1 999 2 1 1
。

1 999

MMM
。。 4

。

3 333 5
。

3 777 4
。

5 111 4
。

6 000 4
。

6 000

MMM HHH 1 1
。

9~ 2 8
。

555 1 1
。

4 ~ 2 5
。

222 1 0
。

5~ 2 1
。

999 1 1
。

3wt 2 2
。

111 8
。

2 wt 2 6
。

111

MMM 、、、、、 1
。

0 ~ 4
。

333 1
。

0 ~ 4
。

333

ttt R

Q HHH 3 6 1
。

000 1 9 3
。

55555 2 3 8
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为节省篇幅
,

其它几个地区的试算结果就不再一一列举了
。

试算结果表明
:

1
、

若有两期以上的水准观测成果
,

则采用动态平差较之分期的静态平差优越
。

当 各期

中观测时刻离差越大时
,

方案 工
、

皿 的平差结果之差也就越大
。

由此建议
:

今后如进行水准

网平差
,

在有复测成果时
,

应首先考虑采用动态平差法
;

2
、

采用第 l 平差方案
,

其平差结果与中心时刻的选取无关
。

在 T 毛
` ’ 、

T 名
2 ’ 相差 较 大

时
,

中心时刻最好选取 T 台
` ’ 、

T 恙
“ ’ 的平均数

。

这样做可使法方程系数阵中的元素大小较为

均匀
;

3
、

比较两种动态平差方案 五
、

l ,

其平差结果较为一致
,

其中速率值的结果更趋 于 一

致 ;

4
、

从动态平差的理论来说
,

方案 五
、

111 都是严密的
,

但从解算法方程的方法看
,

方案 l

采用一次解算法
,

而方案 11 则采用迭代法
。

试算情况表明
,

当各期中观测时间离差较大时
,

选代次数将 明显增多
;

5
、

就同一型号的计算机而言
,

方案 亚一次内存解算的容量要 比方案 皿大些
。

这是 由 于

方案 五是将法方程分为两组
,

逐次迭代
,

因此一次解算时的未知数大为减少
; 其次是由于方

案 亚中法方程式未知数的个数只与水准环的个数有关
,

而与测线上的水准点个数无关
。

方案

l 中法方程式未知数的个数则与水准点个数有关
,

如同一测线上分的区段数较多
,

则水准点

的个数将迅速增大
。

特别是采用自由网平差时
,

法方程式系数阵中 0 元素的个数极少
,

因此

方案 111 一次 内存的解算功能将低于方案 亚
。

为了弄清楚动态平差与静态平差之间的关系
,

再举一个有趣的例子
。

唐 山地 区 70 年
、

71 年的水准网
, n 7 。 二

33
, n , , = 34

,

水准点个数均为 t = 23
,

观测等级均为 工等
。

由于各期

中的观测时间相同
,

因此两期的观测时间差为一常数
,

动态平差时
,

如选取中心时刻 T
。 二 7 1 ,

则 △t : 三 一 1 , △ t : 兰 O
。

计算结果是
:

方案 l 算出的高程最或是值与方案 工的计算结果一致
,

方案 111 算出的高程速率值与方案 工分期计算出高程差 一致
,

仅有个另11点有微小差异
,

而两者

的最大互差 d入
。 . x = 0

.

0 5 “ ’ 。

由此我们可得到一个重要结论
:

在两期水准网中
,

若 各期中 的

观测时间为一常数
,

则分期静态平差与两期动态平差的结果一致
。

这个结论可以理论上给于

证明
,

在此不再多述
。

三
、

一 点 补 充

以上我们讨论了两期水准网的观测路线和水准点完全重合的情况
,

但在实际工作 中
,

往

往由于某些水准点的破坏或增补
,

原有线路的改变等等原因
,

使两期水准网的图形不能完全

重合
。

在这样的情况下应如何进行动态平差 ?

在两期复测水准网中
,

若第一期观测的测段 (或区段 ) 数为
n , ,

水准点的个数 为 t l ,

第二期观测 的测段 (或区段 ) 数为
n Z ,

水准点的个数为 t Z , 两期中
,

重复观测的水准 点 个

数为 t 。
。

令两期的观测值总数为
n ,

网 中的水准点总数为 t , 则有下式成立

n = n l + n Z

( 3 9 )
= t o + r }

式中
r
为两期未重复观测的水准点个数

。

此时
,

应按下述原则确定未知数的个数
,

水准点最或是高程未知数的个数为 t ,

水准 点
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高程速率未知数的个数为 , 。
。

例如在图二的水准网中
。

1 9 8 1 年

}
n

Lll

= 1 9 t l = 1 3 t。 = 1 2 ,

: = 2 0 {t Z = 1 4

故
n = 3 9 , r = 3

, t = 1 5

列立误差方程式时
,

对于那些与 ` 。 个重复观测的水准点有关的测段 (或区段 ) 而 言
,

其形式仍同 ( 6) 式
,

即

V
。 = B

二

d x + B 、 d入 + U
。

( 4 0 )

对于那些与
卜 r
个未重复观测的水准点有关的测段 (或区段 ) 而言

,

其形式为

V d 二 B
二

d x + O d入+ U ( 4 1 )
d x 1 d x t t x l d 兄 1

至于前两式中 m 及 d 的个数
,

应视具体网形而定
,

但应满足等式

m + d 二 n o

如在图二中 m = 3 2 ,
d = 7

一` 侧呜

一
~ 一 侧̀ 一 一

两期重夏观剥路线
弟 一期观刻路线

`
二 “

弟 二 期观测路 线

图二

此时
,

附加阵 G
T

的形式是

G
T 二

( 4 2 )

矛

!|
l|
、

它仍满足条件 B G 二 0 ,
G

T
G 二 E

。

有了上述的误差方程式和附加阵 G T ,

以下的计算就不会有什么困难了
。

这里仅写 出单

位权方差的估算公式
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