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摘  要:讨论了 UT ( unscented tr ansfo rm)变换的性质,给出了一种新的扩展型卡尔曼滤波器 UKF( unscented

Kalman filter ) , 它不仅具有较高的精度,而且不必计算偏导数阵。仿真分析的结果表明, UKF 有良好的状态

估计性能,使用简便, 适合于非线性系统状态估计。
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  卡尔曼滤波在线性情况下计算动力系统状态

和观测向量的最优预测量,可看作一种把高斯型

随机变量通过线性动力系统进行解析传播的高效

方法。对于非线性模型, 扩展卡尔曼滤波 ( un-

scented Kalman f ilter, UKF)首先对非线性系统

进行一阶线性化, 从而对高斯型随机变量进行传

播,然后逼近真实的状态分布 [ 1]。因此, EKF( ex-

tended Kalman filter )中提供的仅仅是一阶逼近

结果(尽管二阶 EKF 存在,但其计算复杂性使其

很难实用[ 2] )。这种逼近结果可能会为变换后的

真实后验均值和协方差带来较大的误差,并导致

次优的性能和滤波的发散。本文通过一种新颖的

逼近算法即U T 算法,可以较好地克服 EKF 的不

足,由此得到的改进型 UKF 算法较 EKF 方便,

并更易于实现。

1  UKF滤波器

UKF 通过一种更精确的方式实现对状态分

布的逼近,其中代表状态分布的高斯型随机变量

是通过一个特定的最小样本点集确定的。这些样

本点包含了高斯型随机变量的均值和协方差信

息,而且不管非线性的程度如何,都能在实际的非

线性系统传播时,精确地获取直到第三阶( Taylo r

级数展开)的后验均值和协方差。这个最小的样

本点(称为 Sigma 点)集是通过 U T 变换算法[ 3-5]

获得的。

1. 1  UT变换算法

UT 变换是一种计算随机变量在经历非线性

变换后的统计特性的方法
[ 4]
。通过一个非线性函

数 y= f ( x ) ,对随机变量 x (维数为 L )进行传播。

假设 x 具有均值 Âx 与协方差P x ,为了计算观测值

y 的统计特性,首先根据式

V0 = x

V i = x + ( ( L + K) Px ) i , i = 1, ,, L

V i = x - ( ( L + K) Px ) i- L , i = L + 1, ,, 2L

(1)

构成一个由 2L + 1个向量 Vi (称为 Sigma 点)组

成的矩阵 V。其中, K= A2 ( L + J)- L , K是一个尺

度参数,常数 A决定这些向量点在 Âx 附近的扩展
范围,通常取一个很小的正值, J是另一个尺度参

数; ( ( L+ K) Px ) i 是矩阵平方根的第 i 列,矩阵

的平方根可通过下三角乔累斯基分解等算法获

得。对上式所获得的向量点通过下面的非线性函

数进行传播:

Y i = f ( Vi ) , i = 0, 1, ,, 2L (2)

通过式(2)获得变换后的向量点 Y i , 然后利用其

加权的样本均值和协方差逼近 y 的均值和协方

差:

y U E
2L

i = 0
W i

( m)
Yi (3)
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P y U E
2L

i= 0

W
( c)
i ( Y i - y ) ( Yi - y )

T
(4)

其中,权 W i由下式给出:

W
( m)
0 = K/ ( L + K)

W
( c)
0 = K/ ( L + K) + ( 1- A2 + B)

W
( m)
i = W

( c)
i = 1/ {2( L + K) } , i = 1, 2, ,, 2L

(5)

参数 B包含 x 分布的先验信息。

进一步的分析[ 5, 8] 表明, UT 变换后的均值与

非线性变换后真实均值的差别仅在三阶以上的高

阶项中。通过 U T 变换获得的协方差与非线性变

换后的真实协方差符合较好, 引入的误差包含在

四阶以上的高阶矩中。这说明,与线性化的做法

y LIN = f ( x ) (6)

(Py ) LIN = AxPxA
T
x (7)

相比, UT 变换所得的结果更加接近真实的均值

和协方差, UT 变换算法具有更好的统计特性,经

UT 变换后的函数均值可达三阶精度, 协方差可

达四阶精度。

1. 2  UKF算法

在EKF 中需要计算雅可比矩阵,对于受摄轨

道计算来说,状态转换矩阵或敏感矩阵的计算是

非常复杂的, 通常需要解变分方程。在 UKF 算

法的实现中, 不需要计算雅可比矩阵, 只需通过

UT 变换获得预测点的期望和方差, 计算简便。

UT 变换具有良好的期望及方差传递特性,

将 UT 变换算法应用到递归估计中就得到了

UKF 滤波方法。标准的 UKF 计算流程如下。

1) 初始化

x̂ 0 = E[ x 0 ]

P0 = E ( x 0 - x̂ 0 ) ( x 0 - x̂ 0)
T

   k I {1, ,, ] }

2) 计算 Sigma点

Vk- 1 = x̂ k- 1 x̂ k- 1 + ( dx + K) Pk- 1 x̂ k- 1

- ( dx + K) Pk- 1

  3) 预测

V*k| k- 1 = F Vk- 1 , uk- 1

x̂
-
k = E

2d
x

i= 0
W

( m)
i V

*
i, k| k- 1

P
-
k = E

2d
x

i= 0
W

( c)
i V

*
i, k| k- 1 - x̂

-
k #

 V
*
i, k| k- 1 - x̂

-
k

T
+ R

v

V k| k- 1 = x̂
-
k x̂

-
k + ( dx + K)P

-
k x̂

-
k

 - ( dx + K)P
-
k

Y k| k- 1 = H Vk| k- 1

ŷ
-
k = E

2d
x

i= 0

W
( m)
i Y i, k| k- 1

  4) 改正

PÁy
k
Áy
k
= E

2d
x

i = 0
W

( c)
i [ Y i, k| k- 1 - ŷ

-
k ] #

 [ Y i, k| k- 1 - ŷ
-
k ]

T
+ R

n

Px
k
y
k
= E

2d
x

i = 0

W
( c)
i [ Vi, k| k- 1 - x̂

-
k ] #

 [ Y i, k| k- 1 - ŷ
-
k ]

T

Kk = Px
k
y
k
P
- 1
Áy
k
Áy
k

x̂ k = x̂
-
k + Kk ( y k - ŷ

-
k )

Pk = P
-
k - K kPÁy

k
Áy
k
K

T
k

其中,K是复合尺度参数; dx 是状态向量的维数;

R
v是过程噪声协方差矩阵; Rn是测量噪声协方差

矩阵; W i是按照式(5)计算的权。

2  仿真试验

以低轨卫星为目标, 从地面站对其进行水平

角、高度角及距离观测。为简化计算,卫星的轨道

摄动仅考虑二阶带谐项摄动和大气阻力摄动。卫

星/真实0星历通过 DE 算法 [ 5] 积分得到,观测数

据根据真实星历与已知的测站坐标来模拟。

取 J2000为空间参考系, T T 为时间参考系,

依据卫星的动力学性质,卫星运动的状态空间模

型可描述如下。

  状态矢量:

y ( t) =
r( t)

v( t )

  动力模型:

y( t) =
v ( t)

a0( t ) + aJ
2
( t) + aDRG( t)

+ wc( t)

  状态预测:

y
-
k+ 1 = y

+
k +Q

t
k+ 1

t
k

v( t)

a0( t ) + aJ2 ( t) + aDRG( t)
dt + w k

其中, r( t)为位置矢量; v ( t)为速度矢量; a0 为地

球中心引力加速度; aJ
2
为地球非球形引力 J 2 项

摄动加速度; aDRG为大气阻力; wc( t)为力学噪声;
w k 为状态噪声。

由于观测在站心地平系下进行,因此首先需

要将 J2000下的卫星坐标转换到当地地平系下,

不考虑光行差、大气折射等微小项修正,则系统的

测量模型可描述为:

S = SE  SN  SZ T

A = arctan
SE
S N

+ vA
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E = ar ctan
SZ

S
2
E + S

2
N

+ vE

Q= S
2
E + S

2
N + S

2
Z + vQ

其中, S为地平系坐标; A 为方位角; E 为高度角;

Q为距离; S E 为东向轴的坐标分量; SN 为北向轴

的坐标分量; S Z 为天顶轴的坐标分量; vA 为方位

角的测量噪声; v E 为高度角的测量噪声; vQ为距

离量的观测噪声。

设作为真值的精确估计为:

y0 =

- 6 345. 000 E3

- 3 723. 000 E3

- 580. 000 E3

+ 2. 169 000 E3

- 9. 266 000 E3

- 1. 079 000 E3

P0 =

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1E - 6 0 0

0 0 0 0 1E - 6 0

0 0 0 0 0 1E - 6

  滤波的初始值为:

y
+
0 =

- 6 345. 000 E3 + 100

- 3 723. 000 E3 - 100

- 580. 000 E3 + 100

+ 2. 169 000 E3 - 0. 1

- 9. 266 000 E3 + 0. 1

- 1. 079 000 E3 - 0. 1

P
+
0 =

100 0 0 0 0 0

0 100 0 0 0 0

0 0 100 0 0 0

0 0 0 0. 01 0 0

0 0 0 0 0. 01 0

0 0 0 0 0 0. 01

  起始观测历元为U TC1999年3月 1日 00时

00分 00秒, 观测频率为 1 Hz, 观测误差为 RA =

0. 01b@ cos( E) , RE= 0. 01b, RQ= 1 m。取观测数据

100组, 分别用 UKF 和 EKF 进行滤波计算, 定轨

结果如图 1、图 2所示。

由图 1、图 2 可见, 在该滤波计算中, 结果精

度基本相当。这是由于观测历元的时间间隔很

短,其非线性较弱。

考察在强非线性情形下的性能,观测历元间

隔取一个周期 t= 38 048 s, 观测间隔取 10个周

期, 分别用两种方法进行滤波计算, 所得结果如

图 3、图 4所示。

图 1 U KF 及 EKF的滤波值与真值的位置偏差

Fig. 1  Position Deviation of UKF and EKF Result

图 2 U KF 及 EKF的滤波值与真值的速度偏差

F ig . 2  Velocit y Deviation of UKF and EKF Result

图 3 U KF 及 EKF的滤波值与真值的位置偏差

Fig . 3 Position Deviation of UKF and EKF Result

图 4 U KF 及 EKF的滤波值与真值的速度偏差

F ig . 4  Velocit y Deviation of UKF and EKF Result

  可见, EKF 结果偏差太大, 且不收敛, 而

UKF 则可在保证一定精度的情况下获得较好的
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结果。

3  结  语

本文的研究表明了 U T 变换可以很好地预测

系统的新状态和观测量, 由此得到的 UKF 滤波

算法具有两个显著的优点。其一是能够精确地预

测非线性系统的状态量并进行滤波估计,对于高

斯型噪声可达三阶精度,尤其对强非线性系统效

果显著;其二是这种算法更容易实现,滤波过程中

无需计算非线性系统中的偏导数矩阵, 应用方便。

仿真试验中比较了 UKF 和 EKF 两种算法,验证

了 UKF 的良好滤波性能。此外, 采用平方根形

式的 UKF[ 4, 8]计算效率还有待进一步提高。
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Unscented Kalman Filter for Non- linear Estimation
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Abstract: T he ex tended Kalman filter is one o f the most w idely used methods fo r t racking

and est imation o f non- linear sy stems through linearizing non- linear models. In recent several

decades people have realized that there are a lo t of constraints in applicat ion of the EKF fo r

it s hard implementation and int ractability. In this paper a new est imat ion method is pr o-

posed, w hich takes advantag e of the U nscented T ransformat ion method thus appro ximat ing

the t rue mean and variance more accurately. The new method can be applied to non- linear

systems w ithout the linearization process necessary fo r the EKF, and it does not demand a

Gaussian dist ribut ion of noise and what 's more, it s ease of implementat ion and more accur ate

est imat ion features enables it to demonst rate it s go od performance in numer ical experiments

of satellite orbit simulat ion.
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