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摘  要：在大地测量领域中，现有的处理不等式约束的方法大多都是基于加性误差的模型，包括高斯马尔可夫模型和变

量误差模型，鲜有对于加乘性混合误差模型处理方法的研究。为了拓展附有不等式约束的加乘性混合误差的方法，基于

最小二乘原理并应用零权和无限权的思想，通过约束条件构建了惩罚函数，推导了在不等式约束下加乘性混合误差的一

种简单迭代解法，分析了简单迭代解法在加乘性混合误差模型中的缺陷，在原有方法的基础上在惩罚项前加入了一个随

迭代次数增加而增加的惩罚因子。通过算例评估分析可知，改进后的简单迭代法能够有效解决原有方法用于处理附有

不等式约束的加乘性混合误差模型时不收敛的问题。通过对比其他方案可知，所提方法能够得到更好的参数估值，证明

了该方法的有效性。同时，所提方法结构简单，易于实现，能够适用于大批量的数据处理。

关键词：加乘性混合误差模型；不等式约束；迭代解法；惩罚函数；惩罚因子

中图分类号：P207     文献标识码：A 收稿日期：2022⁃04⁃03
DOI：10.13203/j.whugis20210659 文章编号：1671⁃8860（2024）06⁃0996⁃09

A Simple Iterative Solution for Mixed Additive and Multiplicative Random 
Error Model with Inequality Constraints

WANG Leyang 1，2 HAN Shuhao 1，2

1 Faculty of Geomatics, East China University of Technology, Nanchang 330013, China
2 Key Laboratory of Mine Environmental Monitoring and Improving Around Poyang Lake, Ministry of Natural Resources, 

Nanchang 330013, China

Abstract： Objectives: With the development of modern observation techniques, the processing methods 
which only consider additive errors cannot meet the requirements. Most of the existing methods for dealing 
with inequality constraints are based on additive error models, including Gaussian-Markov model and errors-
in-variables model, while the processing methods for mixed additive and multiplicative (MAM) random er⁃
ror models are rare. Methods: Based on the least squares principle and the ideas of zero and infinite 
weights, we construct a penalty function with the given inequality constraints, and derive the simple itera⁃
tive method (SIM) for the estimation of MAM parameters under the inequality constraints. Then, we add a 
penalty factor increasing with the number of iterations before the penalty term to address the defects of the 
original SIM. Results: Two sets of cases show that the improved SIM can effectively solve the problem 
that the original method does not converge when used to deal with MAM error models with inequality con⁃
straints. The structure of improved SIM is simple and easy to implement. And it can obtain better parame⁃
ter estimation compared with other schemes. Conclusions: The feasibility and effectiveness of the improved 
SIM for parameter estimation of MAM error models with inequality constraints are verified, and it can be 
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applied to the processing of large batches of data.
Key words： mixed additive and multiplicative random error model； inequality constraints； iterative solu⁃
tion； penalty function； penalty factor

随着现代测绘技术的发展，各种高新测量技

术应运而生，如合成孔径雷达、全球导航卫星系

统、光电测距及甚长基线干涉测量技术等［1-4］。利

用高新测量技术获取的观测值的随机误差通常

表现为乘性误差或加性误差和乘性误差并存的

加乘性混合误差［5-7］，而传统的平差方法仅考虑了

加性误差，因此，为满足不断发展的现代观测数

据处理的需求，研究针对乘性误差或加乘性混合

误差的模型的处理方法尤为重要。目前，在大地

测量领域中有关乘性误差或加乘性混合误差模

型处理方法的研究已有了一定的成果［8-14］，但是

对于附有不等式约束条件下加乘性混合误差模

型的解算方法几乎空白。

对于乘性误差和加乘性混合误差模型的研

究，文献［8］首次将最小二乘（least squares，LS）
原理应用到乘性误差模型的参数估计理论中，提

出参数估计的偏差改正加权最小二乘法（bias 
correction weighted least square，BCWLS），并证

明了该方法在一定程度上等价于最大似然理论；

在此基础上，文献［9］推导了基于这 3 种方法的精

度评定公式，并构建了相应的单位权方差估计；

文献［10］考虑到乘性误差模型的病态问题，在现

有方法的基础上结合 Tikhonov 正则化方法，求解

了模型的参数估值，同时，引入一种无需求导的

无迹变换法对模型参数进行了精度评定；考虑到

实际中，观测值中不仅包含乘性误差，还有加性

误差的存在，文献［11-12］把乘性误差模型拓展为

加乘性混合误差模型，并将文献［8］中的 3 种方法

引 入 其 中 ，推 导 了 加 权 最 小 二 乘 法（weighted 
least square，WLS）中的偏差项，认为 BCWLS 是

近似无偏的，然而对应的单位权方差估计的效果

不佳；文献［13］使用 A-优化设计方法来确定病态

加乘性混合误差模型的正则化参数，并结合模型

的观测方程以及虚拟观测方程，推导了病态模型

的虚拟观测迭代解；文献［14］将加乘性混合误差

模型拓展到一个更具一般性的、含有确定性趋势

的广义加乘性混合误差模型，并用普通最小二乘

法和 BCWLS 估计模型中的两个未知参数。

上述文献所研究的乘性误差或者加乘性混

合误差模型几乎没有考虑到先验信息，根据在研

究前期可以得到的与观测对象相关的先验信息

以及观测对象本身的特性，可以建立起对参数的

约束关系，为了更准确地描述先验信息，通常这

种约束关系表现为不等式约束［15］。对于不等式

约束的平差方法，文献［16］首先将先验信息结合

到回归模型中，研究了附有不等式约束的回归分

析算法；针对大维度平差问题计算效率低的问

题，文献［17］在最小二乘准则下，将不等式约束

视为一个可行域，利用 Fisher 函数建立了基于

Wolfe-Powell 算法的非精确快速搜索算法；文献

［18］将先验知识转化为不等式约束，并将其应用

到 GPS 数据处理中，实现了对 GPS 初始化的改

善；文献［19］提出了一种用于求解线性不等式约

束下非光滑凸优化问题的递归网络，并通过实验

验证了算法的有效性；文献［20］通过将附有不等

式约束的总体最小二乘模型转化为二次规划问

题，利用拟牛顿修正算法得到了良好的结果；文

献［21］通过将不等式约束条件转化为一种近似

的凝聚等式约束，从而构造出一个无约束的拉格

朗日目标函数，并利用 BFGS（Broyden， Fletch⁃
er， Goldfarb， Shanno）算法解算出不等式约束的

加权整体最小二乘解，通过实验证明了该方法的

可行性以及快速收敛性。

基于零权和无限权的思想以及最优化理论

中用来处理约束问题的惩罚函数法，文献［22］提

出了一种解决不等式约束问题的简单有效的迭

代方法，在迭代过程中，通过区分有效约束和无

效约束，分别赋予无限权和零权，从而收敛到最

优解。对于非线性强度较弱的传统平差模型，该

方法具有较好的适用性，当模型非线性程度较高

时，如加乘性混合误差模型，由于该方法没有对

惩罚函数的惩罚因子做出限定，从而导致在迭代

的过程中无法收敛。针对这个问题，本文通过增

加一个随迭代次数变化的惩罚因子，推导简单迭

代法（simple iterative method，SIM）在不等式约束

条件下加乘性混合误差模型中的参数估计公式，

以确保算法在迭代后期能够成功收敛。

1　加乘性混合误差模型

基本的加乘性混合误差模型的数学表达

式为［12］：

y= f ( β ) ⊙ ( 1 + εm )+ εa （1）
式中，y∈ Rn × 1 表示观测值；f ( β )表示未知参数的
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函数；β∈ Rn × 1 表示未知参数；⊙ 表示向量或者矩

阵的 Hadamard 积；1 表示元素全为 1 的列向量；

εm ∈ Rn × 1、εa ∈ Rn × 1 分别表示零均值乘性随机误

差和零均值加性随机误差，二者均服从正态分布。

在加乘性混合误差模型中，f ( β )具有多种表

达形式，当 f ( β ) 是 β的线性函数［12］，即 fi ( β )=
aT

i β时，加乘性混合误差模型计算式如下：

y= Aβ⊙ ( 1 + εm )+ εa （2）
式 中 ，A=[ a1，a2，⋯，an ]T，其 中 a i ∈ R1 × t；β=
[ β1，β2，⋯，βn ]T。

利用最小二乘准则求解加乘性混合误差模

型，其目标函数计算式如下：

min :F ( β )= ( y- E ( y ) )T P ( y- E ( y ) )（3）
E ( y )= Aβ （4）

P= ( diag ( ai β )2 )σ2
m + Iσ2

a )-1 （5）
式中，σ2

m 和 σ2
a 分别表示 εm和 εa的单位权方差。

当应用普通最小二乘时，加乘性混合误差模

型的参数估计 β̂LS 表示为：

β̂LS = ( ATA )-1AT y （6）
将加权最小二乘法应用于加乘性混合误差

模型的参数估计，其估计迭代式为［11］：

β̂ k + 1
WLS = ( AT P kA )-1AT P k y+ G k ( Aβ k - y )  （7）
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（8）

式中，k 表示迭代次数；Dm 表示乘性误差的方差

阵；E aei
和 E aβ 分别表示第 k个对角元素等于 ak ei 和

aβ的对角矩阵；e表示 t维自然基向量；β̂表示 β的

WLS 估计值。

2　附有不等式约束的加乘性混合误差

模型的简单迭代法

附有不等式约束的加乘性混合误差模型可

以表示为：

ì
í
î

y= Aβ⊙ ( 1 + εm )+ εa
Gβ≤ ω

（9）

式中，G ∈ R t × s 表示为约束矩阵，ω ∈ R t × 1 表示常

数列向量。在最小二乘准则下，式（9）可以表

示为：

ì
í
î

F ( β )= V T PV

Gβ≤ ω
（10）

根据惩罚函数法，可以将式（10）转化为：

Φ ( β )= F ( β )+ P ( β ) （11）
式中，P ( β )为惩罚项，当所给的参数在给定的约

束范围内时，P ( β ) 取 0；反之，当参数在约束外

时，P ( β )将取一个很大的值，从而将该参数无效

化。构建惩罚函数的方式有很多种，本文利用所

给的约束条件，构建出一个能够确保最优解在约

束范围内的惩罚函数［22］，计算式如下：

P ( β )= V T
p P pV p （12）

V p = Gβ- ω （13）
运用零权以及无限权的思想，当V p ≤ 0时，则

满足所求参数在约束范围内，要求惩罚项 P ( β )为
0，则对应的权取 0；反之，相应的权为一个很大的

值。因此，惩罚项中权阵可以通过以下方式确定：

P pi
=
ì
í
î

c,VPi
> 0

0,VPi
≤ 0

（14）

式中，c 表示一个很大的值，参考文献［22］，c 可以

取 1×106甚至更大的数。Φ ( β )的计算式如下：

Φ ( β )= V T PV+ V T
p P pV p （15）

对式（15）求偏导数可以得到：

∂Φ ( β )
∂β = 2AT P ( Aβ- y )+( Aβ- y )T ∂P

∂β ⋅

   ( Aβ- y )+ 2G T P p (Gβ- ω )= 0  （16）

式中，( Aβ- y )T ∂P
∂β ( Aβ- y )可以写成：
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其中，根据文献［11］可以得到：

∂P
∂β i

= -P ( D aei∑
m

D aβ + D aβ∑
m

D
aei

) P  （17）

将式（17）代入式（16）可以得到参数的简单

迭代解 β k + 1
ic ，计算式如下：

β k + 1
ic = ( AT PA+ G T P pG )-1 [ AT Py+

        G T P pω+ H ( Aβ k
ic - y ) ]   （18）

H=
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（19）
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通过式（11）推导出的不等式约束下的加乘

性混合误差模型的参数解析式如式（18）所示。

在式（11）中，惩罚项的惩罚因子不会随着迭代发

生改变，始终为 1。虽然在文献［22］中，该方法在

一个附有不等式约束的线性模型中能起到较好

的效果，且操作简单，始终能够收敛。然而，加乘

性混合误差模型是一种非线性强度较高的非线

性模型，这种不改变惩罚因子的算法应用到附有

不等式约束的加乘性混合误差模型中时，容易导

致参数结果陷入局部最优、无法收敛。当迭代接

近全局最优点时，由于惩罚因子太小，对不可行

点的惩罚力度不够大，导致迭代在一个较大的范

围内进行，无法得到全局最优点，从非线性规划

的角度可以视其为步长过大。

针对上述问题，本文在文献［22］方法的基础

上，在惩罚项前增加一个可变的惩罚因子。若初

始惩罚因子设定过大，会导致参数迭代时迅速进

入到某个可行域，得到的解并非全局最优。因此，

在设定惩罚因子时，需要确保惩罚因子随着迭代

次数的增加而增加，从而使得在迭代后期，参数的

迭代能够在最优解附近以一个较小的范围进行。

在本文中，设定惩罚因子 σ = 1 × 10k - 1，其中 k 为

当前迭代次数。由此，可以将式（15）改写成：

Φ σ ( β )= V T PV+ σV T
p P pV p （20）

同理，式（20）对参数 β求偏导可以得到：

β k + 1
σ = ( AT PA+ σG T P pG )-1 ⋅

    [ AT Py+ σG T P pω+ H ( Aβ k
ic - y ) ]   （21）

综上，SIM 在不等式约束下加乘性混合误差

模型中应用的流程如图 1 所示，具体步骤如下：

1）初始化迭代次数 k = 1，迭代终止阈值 ς =
1 × 10-6；

2）输入加乘性混合误差模型的观测值 y和系

数矩阵 A，计算出模型的普通最小二乘解作为迭

代初值：

β0 = ( ATA )-1AT y （22）
3）根据式（5）更新权阵 P；

4）输入约束系数矩阵 G和约束列向量 ω，计

算出V p：

V p = Gβ k
ic - ω （23）

5）根据式（14）构建出惩罚函数权阵 P p；

6）根据当前迭代次数 k 确定惩罚因子 σ =
1 × 10k - 1；

7）构建惩罚函数：

P ( β )= σV T
p P pV p （24）

8）构建不等式约束下加乘性混合误差模型

的目标函数 Φ σ ( β )；
9）由式（19）计算出第 k + 1 次简单迭代参

数解 β k + 1
σ ；

10）若 β k + 1
σ - β k

σ < ς，则停止迭代，反之重

复步骤 3）~10）。

3　算例分析

本文模拟了一个非线性强度较低的直线拟

合模型和一个非线性强度较高的数字地面高程

模型实验，在给出合理的不等式约束条件下，使

用 SIM 分别与未加约束的加乘性混合误差模型

的 LS、WLS 以及 BCWLS 在参数估计中的性能

评估进行对比，以证明本文方法的有效性与适

用性。

3.1　算例 1
为了初步验证 SIM 算法在加乘性混合误差

模型中的可行性，算例 1 通过模拟计算一个简单

的直线拟合加乘性混合误差模型来加以确定。

直线拟合模型包含两个未知参数，其模型计算式

图 1　算法流程图

Fig.  1　Algorithm Flowchart

999



武  汉  大  学  学  报   （信  息  科  学  版） 2024 年 6 月

如下：

y = β1 x + β2 （25）
式中，β1 和 β2 分别表示待求的未知参数；x、y 分别

表示拟合直线上点的横、纵坐标。

受到乘性误差和加性误差干扰的直线拟合

模型为：
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式中，( xi，yi ) 为直线上观测点的坐标点；εmi

和 εai

分别为独立同分布的乘性随机误差和加性随机

误差。

在算例 1 中，设定 β1 和 β2 的真值分别为 7 m
和 14 m，x 在 0~99 m 内以 0.5 m 的间隔取 199 个

点。根据文献［23］，分别设置乘性随机误差和加

性随机误差的标准差为 0.05 和 0.3 m。设定的约

束条件G 1 和 ω 1 分别为：

G 1 = é
ë
êêêê ù

û
úúúú1 3

4 2
 ,ω 1 = é

ë
êêêê ù

û
úúúú50.5

56.5 （27）

未受误差影响的坐标点拟合直线和受到加

乘性混合误差影响的坐标点如图 2 所示。由图 2
可以看出，受到误差的影响，直线上的各点严重

偏离原有位置。为重建直线模型，利用 4 种方案

分别对该误差模型进行解算，计算出的参数估值

结果见表 1。

从表 1 中参数估值与真值之间的二范数可以

看出，LS 忽略了观测值中权重的影响，因此得到

的参数估值偏离真值较远。WLS 和 BCWLS 均

考虑了权的影响，得到了更优的结果。其中，虽

然 BCWLS 去除了 WLS 中的偏差，所得结果有所

改善，但改善的并不明显。SIM 法考虑到参数的

先验信息，充分利用不等式约束条件，且考虑了

观测值权的影响，得到的参数估计结果最接近真

值，二范数仅为 0.173，相对于其他 3 种方法结果

具有较大的改善。

为了进一步证明 SIM 法中所加入的惩罚因

子对于算法结果的影响，在相同条件下，对比没

有加入惩罚因子的 SIM 法（即式（15））与加入了

可变惩罚因子的 SIM 法（即式（20））的迭代过程，

以此来说明惩罚因子在算法中起到的作用，对比

结果如图 3 所示。

图 3 中，纵坐标最大偏差为通过式（15）计算

得到的 V p 向量中的最大值，当该值小于或等于 0
时，可以说明参数符合约束条件，算法迭代收敛。

由图 3 可以看出，未增加可变惩罚因子的 SIM 法

在迭代后期对非可行域中的解的惩罚力度不够，

导致迭代无法收敛，无法得到有效的参数估值；而

增加了可变惩罚因子后，算法在经过 8 次迭代后

便可以成功收敛，从而在一定程度上可以证明所

设定的惩罚因子对算法的运行具有较好的推动作

用，验证了惩罚因子的合理性和有效性。

为了进一步验证 SIM 法对于附有不等式约

束的加乘性混合误差模型的可行性和有效性，将

图 2　未受影响的直线与受加乘性混合误差影响的坐标点

Fig.  2　Unaffected Lines and Coordinate Points Affected 
by Mixed Additive and Multiplicative Random Errors

表 1　4种方法直线拟合的参数估值结果（算例 1）
Tab.  1　Parameter Estimation Results of Four Methods

(Case 1)

方案

LS
WLS

BCWLS
SIM
真值

β̂1/m

6.99
7.032
7.013
7.041
7

β̂2/m

15.172
14.348
14.334
14.168
14

 Δβ

1.172
0.349
0.334
0.173
—

图 3　惩罚因子对算法结果的影响

Fig.  3　Influence of Penalty Factor on Algorithm Results

1000



第  49 卷第  6 期 王乐洋等：不等式约束下加乘性混合误差模型的简单迭代解法

利用 4 种方法得到的参数估值与真值之间的二范

数在相同的加乘性误差分布下通过 MC（Monte 
Carlo）方法模拟计算 2×105次，并将 2×105次 MC
模拟计算分为 200 个批次，每个批次模拟 1 000
次，每一批次的二范数结果取该批次 1 000 次模

拟结果的均值。4 种方法在各批次中的二范数如

图 4 所示。

从图 4 中可以看出，在多批次的模拟实验下，

通过 SIM 法得到的参数估值与参数真值之间的

二范数相比于其他 3 种方法处于较低的水平，且

结果较为稳定，从统计上证明了该方法的可行性

和有效性，从而说明了 SIM 法在大样本的情况下

具有较优的统计特性。

3.2　算例 2
在实际中，数字高程模型（digital elevation 

model，DEM）在水文、土壤、气象等领域均有广泛

的应用价值［15］，因此，对于在多种误差影响下还

原真实 DEM 的研究显得很重要。基于此，算例 2
采用一个非线性强度更高、更为复杂的多峰数字

地面高程模型来进一步验证本文方法的可行性

和有效性。

算例 2-1：假设 DEM 包含 8 个未知参数，其模

型计算式如下：

G ( x,y )= F ( x,y ) ⊙ ( 1 + εm )+ εa （28）

F ( x,y )= ∑
i = 1

8

βi fi ( x,y ) （29）

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

f1 ( x,y )= exp (-(( x + 17 )2 +( y - 49 )2 ) /410 )
f2 ( x,y )= exp (-(( x - 21 )2 +( y - 11 )2 ) /320 )
f3 ( x,y )= exp (-(( x - 15 )2 +( y - 26 )2 ) /240 )
f4 ( x,y )= exp (-(( x - 10 )2 +( y - 0 )2 ) /290 )
f5 ( x,y )= exp (-(( x + 14 )2 +( y + 35 )2 ) /250 )
f6 ( x,y )= exp (-(( x - 41 )2 +( y - 17 )2 ) /260 )
f7 ( x,y )= exp (-(( x + 44 )2 +( y + 55 )2 ) /350 )
f8 ( x,y )= exp (-(( x - 20 )2 +( y + 48 )2 ) /260 )

（30）
式中，G ( x，y ) 表示 DEM 中各点的高程；βi ( i =
1，2，…，8 )表示未知参数。

对算例 2-1 的模拟中，设定 DEM 中的乘性误

差 εm和加性误差 εa的标准差分别为 0.1 和 0.3 m。

未受影响和受加乘性混合误差影响的 DEM 分

别如图 5（a）、5（b）所示，图 5（c）、5（d）分别为两

种 DEM 的 Y-Z 视图。由图 5 可以看出，虽然 εm
的标准差仅为 0.1，但受到两种混合误差的影

响，呈现出的 DEM 中部分点位的高程已严重失

真，偏离实际。其中，在 DEM 最高峰处高程偏

离最大，达到了 39.82 m。为验证算法在不同参

数约束条件下的适用性和稳定性，参数的先验

信息（不等式约束条件）通过随机模拟生成，设

定的 DEM 模型参数不等式约束条件 G 2 和 ω 2 分

别为：

G 2 =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê
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ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
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ú

ú

ú

ú

ú

ú
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ú0.786   1.830   0.952   1.100   1.293   1.594   0.958   0.657 
1.713   1.904   0.552   0.511   0.693   1.242   0.507   0.597 
1.116   1.159   1.701   1.415   0.753   1.016   1.653   1.832 
0.153   1.811   0.932   1.203   0.468   1.333   0.990   0.853 
0.498   0.528   1.943   0.477   0.096   0.748   1.464   1.047 
0.250   0.548   0.700   0.868   1.554   1.282   1.988   0.363 
0.258   0.292   1.075   1.477   0.267   0.670   0.021   0.457 
0.274   1.890   1.755   0.193   0.882   1.516   0.333   0.061 

,ω 2 =

é

ë

ê

ê
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ê

ê
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ú1 030.961
   815.067
1 290.680
   837.761
   828.056
1 038.607
   424.115
   676.233

表 2 为 4 种方法计算出的各个参数估计结

果、真值以及估值与真值之间的二范数。从表 2
可以看出，充分利用未知参数先验信息的 SIM 法

能够在很大程度上提高参数估值的质量，其得到

的参数估计结果相较于其他 3 种方法更加接近参

数 真 值 ，二 范 数 比 其 他 3 种 方 法 分 别 降 低 了

35.5%、25.9% 和 25.4%。结果也与算例 1 相符。

考虑到目前测量仪器的精密性，同时结合文

献［14］，设计了 1 组更加贴近实际的模拟实验，算

例 2-2 设定 DEM 中的乘性误差 εm 和加性误差 εa
的标准差分别为 0.05 和 0.15 m。为了进一步验

证 SIM 算法在不同参数约束条件下的适用性和

稳定性，重新随机模拟出一组参数的先验信息。

设定的不等式约束条件G 3 和 ω 3 分别为：

图 4　4 种方法在各批次中的二范数

Fig.  4　2-Norm of Four Methods in Each Batch
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0.738   1.563   1.659   0.576   0.080   0.454   1.332   1.231 
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0.413   1.571   0.184   0.050   0.961   0.510   0.149   1.630 
1.334   1.724   1.369   0.212   1.853   1.077   0.340   0.879 
1.457   0.706   0.852   0.964   0.714   1.645   1.161   1.245 
0.292   1.297   1.842   1.086   0.794   0.682   0.990   1.879 
1.828   0.637   0.822   0.584   1.417   0.142   1.200   1.630 
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ú   663.936 
   891.988 
   477.203 
   670.215 
1 018.484 
1 026.150 
1 054.889 
1 123.785 

4 种方法的参数估计结果见表 3。从表 3 可

以看出，SIM 能够充分利用先验约束信息，获取

更高质量的参数估值，说明 SIM 能够适应不同先

验信息，在复杂多变的先验条件下保持良好的适

用性，得到的结果与前文两种算例相符。

同理，绘制带有可变惩罚因子的 SIM法与不带

可变惩罚因子的 SIM 法的迭代过程，如图 6所示。

通过分析几组算例得到的结果可以看出，带有可

变惩罚因子的 SIM 法能够充分利用参数的先验

信息，从而有效地提高参数估值的质量，同时，通

过两组对比实验表明，相较于传统的 SIM 法，带

有可变惩罚因子的 SIM 法能够帮助算法在迭代

后期有效收敛，也表明了本文所选择的惩罚因子

的合理性和有效性。由此，使用 SIM 法解决不等

式约束下加乘性混合误差模型的可行性和有效

性得以验证。

图 5　未受影响和受加乘性混合误差影响的 DEM
Fig.  5　Unaffected and Affected by Mixed Additive and Multiplicative Error of DEM

表 2　4种方法的参数估计结果（算例 2⁃1）
Tab.  2　Parameter Estimation Results of Four Methods (Case 2-1)

方法

LS
WLS

BCWLS
SIM
真值

β̂1/m

104.327
105.042
104.101
104.291
104.000

β̂2/m

76.903
76.965
76.406
75.124
75.000

β̂3/m

83.840
85.477
84.684
84.744
85.000

β̂4/m

68.889
70.860
70.002
73.751
79.000

β̂5/m

186.532
187.218
185.479
187.708
184.000

β̂6/m

65.938
66.574
65.996
64.654
66.000

β̂7/m

210.453
211.900
210.037
209.406
210.000

β̂8/m

152.266
152.875
151.624
153.955
152.000

 Δβ

10.677
9.301
9.240
6.889
—
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4　结　语

本文首先在现有研究的基础上分析了加乘

性混合误差模型的最小二乘解法，顾及研究前期

能够获取的参数先验信息，建立了附有不等式约

束的加乘性混合误差模型，结合惩罚函数以及零

权和无限权的思想，推导了不等式约束下加乘性

混合误差模型的简单迭代解，针对原有 SIM 解算

非线性强度较高的加乘性混合误差模型会出现

结果不收敛的问题，在算法中加入 1 个随迭代次

数增加而增加的惩罚因子，从而能够使算法在迭

代 后 期 有 效 收 敛 。 结 合 算 例 分 析 ，给 出 以 下

结论：

1）本文方法能够充分利用模型参数的先验

不等式约束信息，求解出不等式约束下加乘性混

合误差模型的参数估值，并且得到的参数信息均

优 于 常 规 方 法 ，证 明 了 该 方 法 的 可 行 性 和 有

效性。

2）推导出的带有可变惩罚因子不等式约束

下加乘性混合误差模型的简单迭代解，通过实验

证明了该方法能够解决常规 SIM 在高非线性强

度模型中不收敛的问题，但是对于如何选择一个

更加合理的可变惩罚因子以提升方法的效率和

质量，此问题还有待研究。

3）本文方法适用于不同数据量级的加乘性

混合误差模型，对于大数据量的模型也具有一定

的可靠性，且方法原理简单，构造简洁易懂，易于

编程实现。

4）本文研究完善了加乘性混合误差模型参

数估计理论，是对附有不等式约束的加乘性混合

误差模型参数估计方法理论的一个重要补充，但

是本文方法仅适用于非病态且不等式约束系数

矩阵列满秩的加乘性混合误差模型，对于约束矩

阵秩亏的加乘性混合误差模型的参数估计方法

有待研究；同时，现有的加乘性混合误差模型的

计算方法是建立在式（1）中的 f ( β )为线性函数的

基础上来推导的，对于 f ( β )在非线性形式下的方

法应用还有待验证。
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