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整体最小二乘的迭代解法
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（１　武汉大学测绘学院，武汉市珞喻路１２９号，４３００７９）

摘　要：在引入整体最小二乘平差准则的基础上，推导了整体最小二乘的迭代解法；同时，引入多元函数隐函

数求导的方法以确定未知参数对观测数据的线性信息，解决了整体最小二乘下的精度评定问题。给出了运用

新的解法在拟合函数确定以及坐标转换参数确定等方面的应用实例，验证了新算法的可行性。
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　　在测量数据处理过程中，经常会遇到平差模

型中系数矩阵也有误差的情况，传统最小二乘往

往忽略掉这项误差，这样做显然是不合理的，估计

出来的结果，从统计上来看是有偏的，而不是最优

的。整体最小二乘的提出正是为了解决这个问

题，但是整体最小二乘的解法却制约了其自身的

推广应用［１］。本文提出的迭代解法较好地解决了

算法复杂度的问题。

１　算法推导

整体最小二乘的观测方程为：

犔
狀×１
＋犞
狀×１
＝ （犅

狀×１
＋Δ犅

狀×１

）犡
狀×１
－犱
狀×１

（１）

此时，系数矩阵是有误差的。设观测值的平差值

为犔^，系数矩阵的平差值为犅^，未知参数平差值为

犡^，引入平差准则：

∑
狀

犻＝１

（^犔犻－犔犻）
２
＋ ∑
犼＝狋，犻＝狀

犼＝１，犻＝１

（^犅犻犼－犅犻犼）
２
＝ｍｉｎ　 （２）

犔^、^犅、^犡是在满足式（１）的基础上，使得式（２）取得

最小值的最优解。将式（１）代入式（２），有：

∑
狀

犻＝１

（∑
狀

犼＝１
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　　将式（３）设为犉，犉分别对待求参数求导：
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　　式（４）给出了狋（狀＋１）个方程，其中狋（狀＋ １）个未知数。但是，方程是非线性的，而且方程
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的形式非常复杂，如果通过线性化求解，则会面临

方程不收敛的问题。常规的解法是利用矩阵的奇

异值分解，但是这种方法不仅实现复杂，而且不利

于编程［２，３］。本文采用了一种新的迭代方法求

解。首先，对式（４）中的式子分类，分为对犅犻犼求导

的式子以及对未知参数犡^犻求导的式子，对于第一

类式子，以第一式为例化简：

（^犅１１－犅１１）＋（∑
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对第二类式子，仍以第一式为例化简：
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将化简之后的式子整理为：
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由整理之后的前狀×狋个式子可以看出，获取了观

测值和未知参数的平差值就可以得到系数矩阵的

平差值；由后狋个式子可以看出，获取了观测值和

系数矩阵的平差值就可以得到未知参数的平差

值。这是一个迭代的过程，具体操作为：① 获取

未知参数的初值犡０；② 根据观测值信息以及未

知参数初值犡０，由前狀×狋个式子求取系数矩阵

平差值；③ 根据求得的系数矩阵和观测值信息，

由后狋个式子求取未知参数的平差值；④ 重复步

骤②、③，直到两次计算的参数值之差小于一定的

域值则停止迭代，输出结果。

对于估计公式中的后狋个式子，可以写成矩

阵形式：

犅^Ｔ^犅^犡 ＝犅^
Ｔ犔 （６）

估计公式中前狀×狋个式子可以表示为：

犖犫^犅
Ｔ
＝犅

Ｔ
＋犡^犔

Ｔ （７）

式中，犖犫＝犈＋^犡^犡
Ｔ；犔＝［犔１－犱１　犔２－犱２　…　

犔狀－犱狀］
Ｔ。

２　精度评定

２．１　单位权中误差

单位权中误差的计算公式为σ^０＝
犞Ｔ犘犞

槡犳 ，其

中，犳为自由度。平差后得到犅与犔的平差值，进

而得到残差平方和为∑犞
２＝∑（^犅犻犼－犅犻犼）

２＋∑

（^犔犻－犔犻）
２，自由度犳仍然等于观测值的个数减去

必要观测的个数。代入到单位权中误差的计算公

式中，即可求得σ^０。

２．２　未知参数精度评定

在得到参数的估值之后，还应给出所求参数的

精度信息。但是，最后的参数估计方程是形式非常

复杂的非线性方程。为了得到参数准确的误差信

息，可以采用 Ｗｏｌｆ所给出的顾及函数二次项的误

差传播公式［４］。下文以仅考虑一次项为例说明如

何解决精度评定的问题。对于仅顾及一次项误差

传播而言，首先应把待评定参数整理成观测信息的

一次函数。上文推导得到了犖犫^犅
Ｔ＝犅Ｔ＋^犡犔Ｔ，^犅Ｔ

犅^^犡＝^犅Ｔ犔两个方程，这是一个隐函数方程组，直接

线性化很困难，但它内在地确定了两个函数关系：

犅^＝犉（犅，犔）

犡^＝犌（犅，犔）
（８）

犅^、^犡对观测信息犔、犅的线性信息可以用犅^、^犡 和

对犔、犅的一次偏导数来表示，即

ｄ^犅＝
^犅

犔
ｄ犔＋

^犅

犅
ｄ犅

ｄ^犡＝
^犡

犔
ｄ犔＋

^犡

犅
ｄ犅

（９）

　　可以运用多元函数的隐函数求导法则来确定

上文的４项偏导数。但如果要直接获取４个偏导

数，根据隐函数求导的知识，需要对上文推导得到

的狋（狀＋１）个式子同时求导，这时计算量很大。
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为了简化运算，根据全微分不变定理，可以仍然把

上面的式子按原有的分类分开求导，从式（６）中可

以得到：

ｄ^犅＝
^犅

犔
ｄ犔＋

^犅

犅
ｄ犅＋

^犅

犡
ｄ^犡 （１０）

从式（７）中可以得到：

ｄ^犡＝
^犡

犔
ｄ犔＋

^犡

犅
ｄ犅＋

^犡

^犅
ｄ^犅 （１１）

　　这样求导可以减少解算各项偏导数的复杂

度。根据全微分的不变性，式（１０）与式（１１）的表

示与式（９）是等价的。在得到式（１０）与式（１１）之

后，由于这两个式子都是线性的，犅、犔是测量数

据，已知它们的误差信息，从而可以根据误差传播

定律确定犅^、^犡的误差信息。

以式（７）为例来说明求取偏导数的具体方法。

对式（７）两端分别对 犡^１求导，有：

２^犡１^犅１１＋（１＋犡^
２
１）
^犅１１

^犡１
＋犡^２^犅１２＋犡^１^犡２

^犅１２

^犡１
＋…＋犡^狋^犅１狋＋犡^１^犡狋

^犅１狋

^犡１
＝犔１＋犱１

犡^２^犅１１＋犡^１^犡２
^犅２１

^犡１
＋（１＋犡^

２
２）
^犅２２

^犡１
＋…＋犡^２^犡狋

^犅２狋

^犡１
＝０

　　　　　　　　　　　

犡^狋^犅狀１＋犡^１^犡狋
^犅狀１

^犡１
＋犡^２^犡狋

^犅狀２

^犡１
＋…＋（１＋犡^

２
狋）
^犅狀狋

^犡１
＝

烅

烄

烆
０

　　上面的线性方程的系数矩阵是犖犫＝犈＋^犡^犡
Ｔ，

犖犫 ≠０（可以先求出犖犫的特征向量，用反证法求

证犖犫的可逆性），所以这个方程存在唯一解，从中

可以解出犅^犻犼对 犡^１的偏导数，同理可得犅^犻犼对其他

犡^犻的偏导。对于式（６）、式（７），两边同时对犅犻犼和犔犻

求偏导，从中可以解得所需的偏导数。

如果对式（９）继续求偏导可以得到相应的二

阶偏导数，代入到参考文献［４］给出的顾及二次项

的误差传播公式中，可以得到更准确的误差信息。

３　实例分析

３．１　拟合函数的确定

在实际的测量工作中，为了确定一条直线、一

个平面或者曲面等几何图形，往往采用拟合的办

法，即对待拟合图形采用一定的观测手段获取描

述这个图形的观测数据，给出既定的函数模型，用

最小二乘来确定函数模型中的参数。以直线拟合

为例，观测数据为直线上的点坐标，传统的最小二

乘往往是把其中一个方向上的坐标当作是没有误

差的，这样处理显然是不合理的，求出的参数在统

计角度来看是有偏的，此时应该采用整体最小二

乘的方法进行拟合函数的确定。参考文献［１］给

出的正交最小二乘实质就是整体最小二乘。下面

以空间直线拟合为例，实例分析整体最小二乘在

拟合函数确定方面的应用。根据参考文献［５］中

给出的一组空间直线的实测数据，基于本文介绍

的方法，编写了相应的计算程序，计算的方向矢量

结果为α＝０．２６７１７９８，β＝０．５３４６２２，γ＝

０．８０１７４４５，与 直 线 方 向 向 量 的 真 值 α＝

０．２６７２６１，β＝０．５３４６２２，γ＝０．８０１７４４非常接近。

测点到直线的误差Δ很容易由计算结果得

到，从结果中可以看出，∑Δ＝０．０２３９，直线度为

０．００７６，结果优于参考文献［５］中的结果。

３．２　坐标转换参数的确定

以二维坐标系转换为例，分析整体最小二乘

在坐标转换参数确定方面的应用。选取参考文献

［６］中一组误差较大的公共点信息。根据文献中

的结论，在该地区采用仿射变换模型较好。基于

下文介绍的方法，编程进行了计算，计算过程中取

犃、犅、犆、犇、犈、犉、犌、犑、犔、犕、犖、犗１２个点的公共

坐标进行求参，取 犎、犐、犓 点坐标作为检核。计

算得到的结果见表１、２。

表１　整体最小二乘求得的转换参数／ｍ

Ｔａｂ．１　ＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎＰａｒａｍｅｔｅｒｓＣｄｃｕｌａｔｅｄｂｙＴＬＳ／ｍ

参数 犪 犫 犮 犱 犲 犳

参数值 １．００００００９６７ －４．５５５３Ｅ０６ －７０．３８０９ ４．８８６Ｅ－０６ １．０００００１０１６ －１１９．７１４３

表２　检核点转换坐标与已知坐标差值／ｍｍ

Ｔａｂ．２　ＣｏｏｒｉｄｉｎａｔｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆＣｈｅｃｋＬｉｓｔＰｏｉｎｔ／ｍｍ

检核点点号
坐标较差

犡方向 犢 方向

犎 －６．１ ８．３

犐 －０．６ ０．０７

犓 －６．８ ６．８

　　将计算的结果与参考文献［４］中的结果进行

比较可以看出，在仅考虑一组坐标有误差的情况

下，点坐标的最大改正为１２ｍｍ；而整体最小二乘

的计算结果中，最大改正为６．２ｍｍ。从两种方法

计算得到的单位权方差因子中也可以看出整体最
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小二乘比经典最小二乘的统计优势（见表３）。

表３　不同方法的单位权方差因子／ｍｍ

Ｔａｂ．３　ＵｎｉｔＷｅｉｇｈｔＶａｒｉａｎｃｅＦａｃｔｏｒｏｆＴｗｏ

Ｍｅｔｈｏｄｓ／ｍｍ

整体最小二乘 常规最小二乘

单位权方差因子 ３．０９５ ６．１７７

４　结　语

传统整体最小二乘的解法十分复杂，限制了

它的推广应用。本文给出的整体最小二乘的迭代

解法计算简便，易于编程。同时，本文还给出了相

应的精度评定方法，对整体最小二乘的推广是有

意义的。

整体最小二乘解算后的精度评定还未得到广

泛的研究，本文中提出的精度评定方法，首先通过

对隐函数求导提取估计量对观测量的线性信息，

然后通过误差传播定律估计误差。这从数据处理

的角度完善了整体最小二乘的理论。
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