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整体最小二乘求解线性模型的改进算法
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摘　要：针对观测方程中观测向量和数据矩阵均有误差的情况，提出了整体最小二乘的改进算法，利用附有限

制条件的平差模型，导出了观测向量和数据矩阵精度不等情况下的计算公式。该算法满足拟合方程应有的条

件，提高了整体最小二乘递推算法的逼近精度，为整体最小二乘应用于测量数据处理提供了可行的方法。
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　　在测量平差线性模型参数求解中，通常认为

数据矩阵或结构矩阵是给定的，不存在误差。当

观测值存在偶然误差时，可用最小二乘法求得参

数的最优解。但是，如果数据矩阵也存在误差或

扰动，那么最小二乘估计从统计观点看就不再是

最优的，而是有偏的，而且偏差的协方差将由于犡

的噪声误差的作用而增加。Ｇｏｌｕｂ等人于１９８０

年提出了解决这类问题的整体最小二乘法

（ＴＬＳ）
［１］，并导出了求整体最小二乘参数理论解

的奇异值分解法ＳＶＤ。ＳＶＤ方法的复杂性限制

了ＴＬＳ的广泛应用，Ｓｃｈａｆｆｒｉｎ等人提出了整体最

小二乘法的递推算法［２，３］。本文在此基础上，从

测量平差线性模型出发，通过附加限制条件，提高

整体最小二乘递推算法的逼近精度，所推导出的

改进算法，解算方便，便于应用。

设有观测方程：

犔
狀×１
＝犅

狀×狋
犡
狋×１
＋犱
狀×１

（１）

当观测向量犔中存在随机误差犞，同时系数矩阵

或结构矩阵犅也含有随机误差犈犅，式（１）为：

犞
狀×１
－犈犅

狀×狋
犡^
狋，１
－犅
狀×狋
犡^
狋×１
＋犔
狀×１
＝０ （２）

式中，假设犱＝［０　０　…　０］
Ｔ。

设观测值的权阵为犘，结构矩阵犅的误差阵

列向量化后ｖｅｃ（犈犅）的权阵为犘犅，单位权方差为

σ
２
０，则：

犞～ （０，σ
２
０犘

－１），ｖｅｃ（犈犅）＝犞犅 ～ （０，σ
２
０犘

－１
犅 ）

（３）

整体最小二乘估计准则为：

犞Ｔ犘犞＋犞
Ｔ
犅犘犅犞犅 ＝ｍｉｎ （４）

　　目前，最严密有效的整体最小二乘法是

ＳＶＤ。为了达到拟合目标式（４），ＳＶＤ从数据中

心点出发推导其公式。根据文献［４］的描述，对于

整体最小二乘拟合的直线，必须通过狀个数据点

中心（珚狓，珔狔），才能使偏差犇最小。在高维情况下，

令狀个数据向量：狓犻＝［狓１犻　狓２犻　…　狓犿犻］
Ｔ（犻＝

１，…，狀）分别为犿 维数据，并且珚狓＝
１

狀∑
狀

犻＝１

狓犻＝

［珚狓１　珚狓２　…　珚狓犿］
Ｔ为均值向量。当有犿维法向

量狉，狓需满足法方程：

〈狓－珔狓，狉〉＝０ （５）

由此法方程确定的超平面，可以使距离平方和等

于最小［４］。本文在目标函数式（４）下，推导出满足

式（２）、（５）的整体最小二乘改进算法。

１　整体最小二乘改进算法

式（１）的系数阵的狋个数据向量犅＝［犫１　犫２

　…　犫狋］，其中犫犻＝［犫１犻　犫２犻　…　犫狀犻］
Ｔ，参数犡

应满足式（５），按照式（１）中的平差符号，可表示

为：

犆^犡－狑＝０ （６）

式中，狑＝
１

狀∑
狀

犻＝１

犔犻；犆＝ ［珔犫１　珔犫２…珔犫狋］，珔犫犻＝
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１

狀∑
狀

犼＝１

犫犻犼。

将式（３）取迹。按Ｌａｇｒａｎｇｅ乘数法求解，构

成目标函数为：

Φ＝ｔｒ（犞
Ｔ犘犞）＋ｔｒ（犈

Ｔ
犅犘犅犈犅）－２犓

Ｔ（犞－

犈犅犡^－犅^犡＋犔）－２λ
Ｔ（犆犡－狑） （７）

式中，犓
狀×１

、λ分别是对应于式（２）和（６）的联系数向

量。为求Φ的极小值，将其分别对犞
狀×１

、犈犅
狀×狋

和犡^
狋×１

求

一阶导，并令其为零：

Φ
犞
＝２犞

Ｔ犘－２犓
Ｔ
＝０ （８）

Φ
犈犅

＝２犈犅犘犅＋２犓^犡
Ｔ
＝０ （９）

Φ
^犡
＝２犓

Ｔ（犈犅＋犅）－２λ
Ｔ犆＝０ （１０）

由式（８）、（９）得：

犞＝犘
－１犓 （１１）

犈犅 ＝－犓^犡
Ｔ犘－１犅 （１２）

将式（１１）、（１２）代入式（２），得：

犘－１犓＋犓犡^
Ｔ犘－１犅 犡^ ＝犅^犡－犔

犓
狀×１
＝ （犘－

１
＋犐^犡

Ｔ犘－１犅 犡^）
－１（犅^犡－犔）（１３）

式中，犐为单位阵。将式（１３）代入式（１０），得：

（犈犅＋犅）
Ｔ（犘－１＋犐^犡

Ｔ犘－１犅 犡^）
－１（犅^犡－犔）＝犆

Ｔ
λ

（１４）

令

珚犘＝ （犘－
１
＋犐^犡

Ｔ犘－１犅 犡^）
－１

由式（１４）得：

（犈犅＋犅）
Ｔ珚犘犅犡^－（犈犅＋犅）

Ｔ珚犘犔＝犆
Ｔ
λ　（１５）

犡^＝ （犅
Ｔ珚犘犅＋犈

Ｔ
犅
珚犘犅）－１［（犅＋犈犅）

Ｔ珚犘犔＋犆
Ｔ
λ］

（１６）

将式（１６）代入式（６），并令犖＝（犅Ｔ珚犘犅＋犈Ｔ犅珚犘犅），

即可求得：

λ＝ （犆犖－１犆Ｔ）－１［狑－犆犖－１（犅＋犈犅）
Ｔ珚犘犔］

（１７）

通过求解式（１１）～（１３）、（１５）和（１６），可得参数的

整体最小二乘解。为递推求解，式（１６）可写为：

犡^＝ （犅
Ｔ珚犘犅）－１［犅Ｔ珚犘犔－犈

Ｔ
犅
珚犘（犅^犡－犔）＋犆

Ｔ
λ］

（１８）

如果观测值权阵犘和系数矩阵的权阵犘犅均为单

位阵，式（１８）为：

犡^＝ （犅
Ｔ犅）－１［犅Ｔ犔－

犈Ｔ犅（犅^犡－犔）＋犆
Ｔ
λ（１＋犡

Ｔ犡）］

或

犡^＝ （犅
Ｔ犅）－１犅Ｔ犔－（犅

Ｔ犅）－１犈Ｔ犅（犅^犡－犔）＋

（犅Ｔ犅）－１犆Ｔλ（１＋犡
Ｔ犡）］ （１９）

式（１９）可看成３部分组成，第一部分是仅考虑观

测误差的最小二乘解 犡^１＝（犅
Ｔ犅）－１犅Ｔ犔；第二部

分可看作是考虑了系数矩阵的改正项 犡^２ ＝

－（犅Ｔ犅）－１犈Ｔ犅（犅^犡－犔））；第三项是考虑了条件式

（５）的改正项：

犡^３ ＝ （犅犅）
－１犆λ（１＋犡

Ｔ犡） （２０）

式中，犈犅可由式（９）、（１０）得：

犈犅 ＝－（１＋犡^
Ｔ^犡）－１（犅犡－犔）犡

Ｔ （２１）

犡^２采用迭代求解，^犡 初始值可取犡^１代入，当 ｍａｘ

犡^
（犻）
２ －^犡

（犻－１）
２ ＜ε，迭代结束。

将迭代结束后的 犡^２加上 犡^１得到 犡^′，这就是

整体最小二乘递推法（ＴＬＳＤ）的解。代入式（２０）

计算犡^３进行修正，即得到整体最小二乘解。

２　算例分析

２．１　算例１

文献［２］例５１０给出３个点（１，２）、（２，６）、

（６，１），求这３个点所确定的ＴＬＳ回归方程。设

回归方程为：

狔＝β０＋β１狓

　　１）首先用ＳＶＤ求解，得拟合直线为狔＝６－

狓，显然，直线通过数据中心点（３，３）。

２）采用整体最小二乘递推算法，即用式（１９）

中的１、２项计算，经过３次迭代（迭代结束阈值ε

＝０．０１）得到直线方程狔＝６．７３６２－０．９９８９狓，将

数据狓中心点珚狓＝３代入，珔狔＝３．７３９５≠３。如果

以狔为自变量，以狓为因变量，得到的直线为狔＝

６．７４３６－１．００１１狓。

３）采用本文的改进算法，得拟合直线狔＝

５．９６５１－０．９８８４狓，将数据狓中心点珚狓＝３代入，

得珔狔＝２．９９９９。如果以狔为自变量，以狓为因变

量，得到的直线为：狔＝６．０３５１－１．０１１７狓。

２．２　算例２

在算例１的基础上再增加６对观测值，观测值

与ＳＶＤ、ＴＬＳＤ及本文方法的比较见表１和图１。

图１中短虚线为ＳＶＤ拟合的直线，长虚线为

一般的ＴＬＳＤ拟合的直线，实线为本文方法拟合

的直线。从图１可以看出，本文求得的直线几乎

和ＳＶＤ的拟合直线重合。

２．３　算例３

设有一平面方程狕＝２．０＋１．５狓－１．２狔。在

狓、狔没有误差时得到的狕的数值上加上０．０５的

随机误差，构成观测向量。然后，在狓、狔上分别

加上０．３的随机误差，和狕构成不同精度观测值。

模拟观测值和用３种方法计算的３个参数β０、β１、

β２及与真值相比所得到的参数中误差见表２。

９０７
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表１　观测对与３种方法的比较

Ｔａｂ．１　ＯｂｓｅｒｖａｔｉｏｎＶａｌｕｅ，ａｎｄＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆ３Ｍｅｔｈｏｄｓ

狓 １ ２ ６ ２ ３ ８ ２ ５ ４ 珚狓＝３．６６６７

狔 ２ ６ １ ４ ５ １ ３ ６ ２ 珔狔＝３．３３３３

ＳＶＤ法 狔＝５．９７６１－０．７２０８狓，满足珔狔＝５．９７６１－０．７２０８珚狓＝３．３３３２

ＴＬＳＤ法 狔＝７．０６８６－０．８５０９狓，珔狔≠７．０６８６－０．８５０９珚狓＝３．９４８１

本文方法 狔＝６．２４８８－０．７９５４狓，满足珔狔＝６．２４８８－０．７９５４珚狓＝３．３３２３

图１　３种方法拟合的直线

Ｆｉｇ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆＲｅｓｕｌｔｓ

表２　观测对与３种方法的比较

Ｔａｂ．２　ＯｂｓｅｒｖａｔｉｏｎＶａｌｕｅａｎｄＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆＲｅｓｕｌｔｓ

狓 １．６ ２．３ ２．９ ５．８ ５．１ ６．９ １．３ ３．０

狔 ２．２ ４．８ ４．３ ２．３ ６．４ ２．７ ３．８ ５．７

狕 １．３０ －１．０５１．７５ ８．５５ ２．１５ ８．８０ －１．２５－０．２１

β０ β１ β２ σβ

ＬＳ １．２７０ １．６１４ －１．１６７ ０．４３

ＴＬＳＤ １．７７３ １．５９１ －１．２３６ ０．１４

本文方法 １．８０４ １．５６９ －１．２３６ ０．１２

３　结　语

本文研究的改进算法提高了整体最小二乘

递推算法的收敛精度，尤其是在观测个数较少的

情况下能获得较好的效果，其推导过程和公式符

合测量数据处理解算方式，容易编程实现。
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