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摘　要：通过公式推导，得出了使用硬件方式实现伪随机数生成器所消耗的硬件资源数量与输出位数和所产

生随机数周期之间的关系，从理论层面上证明了多输出ＬＦＳＲ结构在硬件资源利用方面存在的优势；通过分

析变换矩阵的结构以及反馈系数的特点，给出了提高该类随机数生成器工作速度的方法。在ＸｉｌｉｎｘＶｅｒｔｅｘ４

ＦＰＧＡ上进行了大量的实验，实验结果验证了理论分析的正确性。

关键词：伪随机数；ＬＦＳＲ；均匀分布伪随机数生成器；ＦＰＧＡ计算加速

中图法分类号：ＴＰ３０２

　　 均匀分布随机数生成器（ｕｎｉｆｏｒｍｒａｎｄｏｍ

ｎｕｍｂｅｒｇｅｎｅｒａｔｏｒ，ＵＲＮＧ）是产生其他分布类型

ＲＮＧ的基本组成部件
［１］。随着人们对基于ＦＰ

ＧＡ的运算加速问题的深入研究
［２４］，ＵＲＮＧ的

硬件实现问题也逐渐成为研究热点，其中基于

ＬＦＳＲ的 ＵＲＮＧ 就是应用最为广泛的一种结

构［５７］。本文在文献［８］的基础上，对多输出ＬＦ

ＳＲ结构的ＵＲＮＧ进行了更深入的分析。文中的

ＵＲＮＧ指的都是均匀分布伪随机数生成器。

１　多输出犔犉犛犚结构 犝犚犖犌的原

理［８］

　　本文均以外部反馈ＬＦＳＲ为理论推导和实验

对象。图１为单输出外部反馈ＬＦＳＲ结构，犆１～

犆狀是反馈系数（即Ｔａｐ值），图中的寄存器状态转

换关系可以用如下公式表示：

犡（狋＋１）＝犃犡（狋） （１）

式中，犃是变换矩阵。由式（１）可知，普通的ＬＦ

ＳＲ是单输出的，它所生成的是１ｂｉｔ数据流。

多输出ＬＦＳＲ是通过改进变换矩阵犃 得到

的。由式（１）可进行如下推导：

犡（狋＋犿）＝犃犡（狋＋犿－１）＝

犃（犃犡（狋＋犿－２））＝ … ＝犃
犿犡（狋） （２）

可见，使用变换矩阵犃犿 对犡（狋）进行变换，就可以

图１　单输出外部反馈ＬＦＳＲ结构

Ｆｉｇ．１　ＢａｓｉｃＳｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆＦｉｂｏｎａｃｃｉＬＦＳＲ

得到犿输出ＬＦＳＲ的状态转换关系：

犡（狋′＋１）＝犃
犿犡（狋′） （３）

　　基于犿输出ＬＦＳＲ结构的 ＵＲＮＧ所产生的

随机数仍然是伪随机数，其最大周期公式为［８］：

犜＝ ２狀－１，［ ］犿 ／犿 （４）

式中，［２狀－１，犿］为２狀－１与犿的最小公倍数。

２　多输出犔犉犛犚结构犝犚犖犌在硬件

资源利用方面的优势分析

　　变换矩阵 犃 是一个特殊的矩阵，可表示

为［８］：

犃＝
犆１×狀

犐（狀－１）×（狀－１）　０（狀－１）×

烄

烆

烌

烎１
（５）

其中，犆１×狀是反馈系数的向量表示；犐（狀－１）×（狀－１）是

一个单位矩阵；０（狀－１）×１是一个零向量。则多输出

ＬＦＳＲ的变换矩阵犃犿 可表示为：
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犃犿 ＝

犆１×狀×犃
犿－１

犆１×狀×犃
犿－２

…

犆１×狀×犃

犆１×狀

犐（狀－犿）×（狀－犿）　０（狀－犿）×

烄

烆

烌

烎犿

（６）

　　由式（６）可见，输出位数 犿 每增加一位，

ＵＲＮＧ反馈网络中就会相应地增加一条反馈链

路，该反馈链路的具体结构由犆１×狀×犃
犿－犻决定。

作为参照对象，由单输出ＬＦＳＲ构成的犿 位

ＵＲＮＧ使用的硬件数量可以表示为：

犛＝犿×狀×犛ｒｅｇｉｓｔｅｒ＋犿×犛Ｔａｐ （７）

其中，犛ｒｅｇｉｓｔｅｒ为每一级寄存器对应的硬件数量；

犛Ｔａｐ为反馈网络犆１×狀对应的硬件数量；狀是ＬＦＳＲ

的级数。该复用结构的 ＵＲＮＧ可以保证每拍输

出一个犿位整数随机数，周期为２狀－１。

当使用犿输出ＬＦＳＲ结构时，为了得到相同

的随机数周期，使用的ＬＦＳＲ级数狀′应该满足如

下关系式：

２狀′－１，［ ］犿 ／犿＝２
狀
－１ （８）

按照最差情况计算，为了得到大小为２狀－１的输

出周期，犿输出ＬＦＳＲ结构的级数需要满足的条

件为：

狀′＝狀＋ｌｏｇ２犿 （９）

所以，犿输出ＬＦＳＲ结构ＵＲＮＧ使用的硬件数量

可以表示为：

犛′＝狀′×犛ｒｅｇｉｓｔｅｒ＋犿×犛Ｔａｐ＝狀×犛ｒｅｇｉｓｔｅｒ＋

ｌｏｇ２犿×犛ｒｅｇｉｓｔｅｒ＋犿×犛Ｔａｐ （１０）

进而可以得到如下关系式：

Δ犛＝犛－犛′＝ （犿×狀－狀－ｌｏｇ２犿）×犛ｒｅｇｉｓｔｅｒ

（１１）

　　在式（１１）中，犿 的值恒大于１，狀的值一般要

大于１０。因此，综合式（７）、式（１０）和式（１１）的内

容，可以得出如下结论：

１）当输出位数犿增加时，相对于单输出ＬＦ

ＳＲ结构的 ＵＲＮＧ，多输出ＬＦＳＲ结构的 ＵＲＮＧ

所使用的硬件资源数量将以（犿×狀－ｌｏｇ２犿）×

犛ｒｅｇｉｓｔｅｒ的趋势减少。

２）当输出的随机数周期增加，即狀值增大

时，相对于单输出ＬＦＳＲ结构的 ＵＲＮＧ，多输出

ＬＦＳＲ结构的 ＵＲＮＧ所使用的硬件资源数量将

以（犿－１）×狀×犛ｒｅｇｉｓｔｅｒ的趋势减少。

３）输出位数犿越大，产生的随机数周期越长

时，多输出ＬＦＳＲ结构的ＵＲＮＧ在硬件资源消耗

方面的优势就越明显。

３　多输出犔犉犛犚结构的犝犚犖犌工作

速度的优化方法

　　反馈网络的延时决定了外部反馈ＬＦＳＲ的工

作速度。通过对比式（５）和式（６）中变换矩阵的形

式可以看出，多输出ＬＦＳＲ结构ＵＲＮＧ的反馈网

络比单输出ＬＦＳＲ结构 ＵＲＮＧ的要复杂得多。

这种复杂性对工作速度的影响主要体现在如下两

个方面：① 导致关键路径变长，从而造成反馈网

络的延迟时间变大，进而降低工作速度；② 导致

参与反馈的寄存器输出负载变大，从而增大信号

翻转所需的时间，进而降低工作速度。

通过对式（６）中变换矩阵犃犿 的进一步分析

可以得出，当反馈系数满足关系犆１＝犆２＝…＝

犆犿－１＝０时，犃
犿 的行向量可以表示为：

犆１×狀×犃
犿－１
＝

（犆犿，犆犿＋１，犆犿＋２，…，犆狀－１，１，０，０，…，
烐烏 烑
０

（犿－１）个

）１×狀

（１２）

可见，此时犆１×狀×犃
犿－１的结果只是简单地将犆１×狀

进行了犿－１位的逻辑左移而已。因此，与变换

矩阵犃犿 相对应的反馈网络并没有使关键路径变

长，也就不会造成 ＵＲＮＧ工作速度变慢。但是，

从式（１２）中也可以看出，与变换矩阵犃犿 相对应

的反馈网络确实有可能导致参与反馈的寄存器输

出负载变大。其中最坏的情况出现在变换矩阵

犃犿 中的某一列存在最多１时，此时对应该列的寄

存器的输出负载最大，它所需要的信号翻转时间

也最长，进而成为ＵＲＮＧ工作速度提升的瓶颈。

通过以上分析，可以得出以下优化多输出

ＬＦＳＲ结构 ＵＲＮＧ工作速度的方法：① 为了不

影响反馈网络中关键路径的长度，在选取反馈系

数时，应满足犆１＝犆２＝…＝犆犿－１＝０的关系；

② 变换矩阵犃
犿 中的某一列中１的个数最大值等

于反馈系数犆１～犆狀 中１的个数。因此，为了尽可

能减小寄存器的输出负载，在选取反馈系数时，应

该尽量减少１的个数；③ 通过式（６）和式（１２）可

知，当反馈系数犆１～犆狀 中１的间距比较小时，变

换矩阵犃犿 中的某一列才容易出现多个１的现

象。因此，在选取反馈系数时，应该尽可能地加大

１出现的间距。

４　实验结果

为了验证上述理论分析的正确性，本文在Ｘｉｌ

７６５
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ｉｎｘＶｅｒｔｅｘ４ＦＰＧＡ上进行了一系列的实验。第一

个实验验证了当ＵＲＮＧ所产生随机数的周期不变

时，随着输出位数犿的增加，单输出ＬＦＳＲ结构和

多输出ＬＦＳＲ结构在硬件使用量方面的变化趋势

以及差异情况。实验中，狀取固定值１３，而犿值从

２递增到８。相关的参数选取如表１所示。

表１　实验１中的相关参数

Ｔａｂ．１　ＰａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＳｉｍｕｌａｔｉｏｎ１

犿
单输出ＬＦＳＲ

级数

单输出ＬＦ

ＳＲ的Ｔａｐ

多输出ＬＦ

ＳＲ级数

多输出ＬＦＳＲ

的Ｔａｐ

２ １３ ［１３，１２，１０，９］ １４ ［１４，１３，１１，９］

３，４ １３ ［１３，１２，１０，９］ １５ ［１５，１４，１３，１１］

５，６，７，８ １３ ［１３，１２，１０，９］ １６ ［１６，１１，９，８］

　　从图２可见，随着输出位数犿 的增加，单输

出ＬＦＳＲ结构硬件消耗的增长速度远大于多输出

ＬＦＳＲ结构，这点完全符合式（７）和式（１０）的描

述。为了保证产生随机数的周期不变，多输出结

构会以ｌｏｇ２犿的速度适当地增加ＬＦＳＲ的级数。

但是从表１和图２的实验结果可见，这种增长并

没有导致很大的硬件消耗。所以，当输出位数犿

增加时，相对于单输出ＬＦＳＲ结构，多输出ＬＦＳＲ

结构在硬件消耗方面存在明显的优势。从图２还

可以看出，随着犿的增加，Δ犛变化趋势的实测结

果与理论推断结果非常接近。

图２　硬件资源消耗与输出位数的关系

Ｆｉｇ．２　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐＢｅｔｗｅｅｎＨａｒｄｗａｒｅＲｅｓｏｕｒｃｅｓａｎｄ犿

第二个实验验证了当ＵＲＮＧ所产生随机数

的位数不变时，随着产生随机数周期的增加，单输

出ＬＦＳＲ结构和多输出ＬＦＳＲ结构在硬件使用量

方面的变化趋势以及差异情况。实验中，犿 取固

定值８，而狀值从１３递增到２０。相关的参数选取

如表２所示。

图３所示是实验结果的折线图。根据式（７）

和式（１０）的描述，当犿 不变时，单输出ＬＦＳＲ结

构ＵＲＮＧ的硬件消耗随着狀的变化以犿×犛ｒｅｇｉｓｔｅｒ

的速度增长，而多输出ＬＦＳＲ结构ＵＲＮＧ的硬件

消耗随着狀的变化以犛ｒｅｇｉｓｔｅｒ的速度增长。图３的

实验结果基本符合这一规律。同时，图３的结果

也同样表明，随着狀的增加，Δ犛变化趋势的实测

结果与理论推导结果非常接近。

表２　实验２中的相关参数

Ｔａｂ．２　ＰａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＳｉｍｕｌａｔｉｏｎ２

单输出ＬＦＳＲ

级数

单输出ＬＦＳＲ

的Ｔａｐ

多输出ＬＦＳＲ

级数

多输出ＬＦＳＲ

的Ｔａｐ

１３ ［１３，１２，１０，９］ １６ ［１６，１１，９，８］

１４ ［１４，１３，１１，９］ １７ ［１７，１６，１５，１４］

１５ ［１５，１４，１３，１１］ １８ ［１８，１７，１６，１３］

１６ ［１６，１１，９，８］ １９ ［１９，１８，１７，１４］

１７ ［１７，１６，１５，１４］ ２０ ［２０，１９，１６，１４］

１８ ［１８，１７，１６，１３］ ２１ ［２１，２０，１９，１６］

１９ ［１９，１８，１７，１４］ ２２ ［２２，２１，１６，１５］

２０ ［２０，１９，１６，１４］ ２３ ［２３，２２，２０，１８］

图３　硬件资源消耗与随机数周期的关系

Ｆｉｇ．３　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐＢｅｔｗｅｅｎＨａｒｄｗａｒｅ

ＲｅｓｏｕｒｃｅｓａｎｄＰｅｒｉｏｄ

　　 第三个实验验证了不同的Ｔａｐ值对多输出

ＬＦＳＲ结构ＵＲＮＧ工作速度的影响。实验以１７

级２输出ＬＦＳＲ为例，对６组不同Ｔａｐ值所对应

的ＵＲＮＧ的工作速度进行了测试。实验中选取

的６组 Ｔａｐ值（Ｔａｐ１、Ｔａｐ２、Ｔａｐ３、Ｔａｐ４、Ｔａｐ５、

Ｔａｐ６）分别为［１７，１４，１３，１０］、［１７，１６，１５，１４］、

［１７，１６，１５，１３，９，８］、［１７，１６，１５，１４，１３，１２］、［１７，

１５，１３，１１，９，６，５，２］、［１７，１６，１５，１４，１３，１２，１１，

９］。这６组Ｔａｐ值的选取原则是：① 按反馈系数

的级数（即１出现的个数）从４级到６级的顺序，

每级选取两组；② 在每级的两组Ｔａｐ中，按照反

馈系数中１出现的间距关系，分别在间距紧密和

间距宽松的Ｔａｐ中各选择了一组。

图４是实验结果的折线图。从实验结果中可

得：① 随着反馈系数级数的增加，ＵＲＮＧ的工作

速度逐渐降低；② 在相同级数的条件下，反馈

图４　不同Ｔａｐ对速度的影响

Ｆｉｇ．４　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐＢｅｔｗｅｅｎＳｐｅｅｄａｎｄＴａｐｓ

８６５
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系数中１出现间距大的Ｔａｐ对应的 ＵＲＮＧ的工

作速度快。

５　结　语

本文分析了多输出ＬＦＳＲ结构 ＵＲＮＧ在硬

件资源使用方面的优势，提出了优化多输出ＬＦ

ＳＲ结构ＵＲＮＧ工作速度的方法。实验证明了该

方法的正确性。因为本文的主要目的是对基于

ＬＦＳＲ结构的 ＵＲＮＧ在从单输出结构改进为多

输出结构后的优势进行讨论，因此文中并没有将

多输出ＬＦＳＲ结构 ＵＲＮＧ的硬件实现结果与其

他类型ＵＲＮＧ的硬件实现结果进行比对。
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