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摘　要：提出了同伦函数与填充函数相结合进行非线性最小二乘平差的方法。先采用同伦函数求解非线性恰

定方程组，得到一个局部最优解，然后以该局部最优解为基础构造填充函数，通过对填充函数求解，得到比当

前局部最优解更小的局部极小点，再以该局部极小点为基础重新构造同伦函数和填充函数进行求解，通过有

限步的循环迭代，最终找到非线性最小二乘平差的全局最优解。实例验证，该方法能有效地寻找出非线性最

小二乘平差的全局最优解。
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　　众所周知，非线性最小二乘平差是进行测量

平差数据处理的一大瓶颈问题，至今已有众多学

者进行了大量研究，但非线性最小二乘平差的几

何意义、参数求解及精度评定均没有得到彻底的

解决。经典的线性化法已不能满足实际数据处理

的高精度需要，目前，非线性最小二乘平差的方法

可归纳为确定性方法和随机搜索方法。确定性方

法是利用问题的解析性质产生确定性的有限或无

限的点序列，使其收敛于最小二乘解，如牛顿法、

信赖域法、拟牛顿法、最速下降法、高斯牛顿法、

阻尼最小二乘法［１］等，这些方法均是采用最优化

极值条件的方法将非线性最小二乘平差准则转化

为非线性恰定方程组来求解，但所求解的函数一

般为非凸函数，故这些方法为局部收敛，且对初值

敏感，对于不合适的初值，会产生发散的现象。而

随机算法是利用概率机制而非确定性的点列来描

述迭代过程，如 ＭｏｎｔｏＣａｒｌｏ方法、模拟退火算

法、遗传算法、蚁群算法等，这些方法的搜索速度

较慢，且实际收敛性能不稳定。文献［２，３］提出了

一种大范围收敛的非线性同伦最小二乘平差模

型，但该模型依然是以最优化问题的极值条件为

基础，故仍为局部收敛。本文在同伦方法的基础

上提出了一种非线性填充最小二乘模型，该模型

能跳出当前的局部收敛区域。

１　非线性同伦最小二乘平差模型

非线性最小二乘平差准则为犉（犡）＝犞Ｔ犘犞＝

ｍｉｎ，其中犞为观测值的改正数向量，犘为观测值

的权阵，该准则为非线性函数，直接求解很困难。

假设犡０∈犚
狋为任意选取的未知参数的初值向量，

狋为必要的观测数，定义目标映射为犵２（犡）＝（犞
Ｔ

犘犞）／２，平凡映射为犵１（犡）＝ 犡－犡０
２／２，引入

同伦思想，从而有同伦函数：

（犪，犡）＝
１－犪
２
犞Ｔ犘犞＋

犪
２
犡－犡０

２
＝ｍｉｎ

（１）

　　当犪＝１时，式（１）就变为平凡映射犵１（犡）＝

犡－犡０
２／２＝ｍｉｎ，其惟一解为犡＝犡０；当犪＝０

时，式（１）就变为目标映射犵２（犡）＝犞
Ｔ犘犞／２＝

ｍｉｎ。可见，函数（犪，犡）是犵１（犡）和犵２（犡）的线

性同伦函数，称为同伦最小二乘平差准则，该准则

并不改变原来非线性最小二乘平差准则的性质，

虽然增加了一个平凡映射，但可用具有大范围收

敛性的同伦方法来求解。通过同伦参数犪的变

化，可得到一系列的平差准则，这些准则从平凡映
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射一直过渡到目标映射。根据最优化问题的极值

条件，将式（１）对犡求一阶偏导数，得到同伦函数

向量犎（犪，犡）：

犎（犪，犡）＝
１－犪
２
犞

Ｔ犘犞

犡
＋犪（犡－犡０）＝０ 　（２）

式中，犞＝犳（犡）－犔，犳（犡）为观测值函数向量，犔

为观测值向量。将犞代入式（２）求偏导，得：

犎（犪，犡）＝ （１－犪）
犳

Ｔ（犡）

犡
犘（犳（犡）－犔）＋

犪（犡－犡０）＝０ （３）

　　式（２）和式（３）是由狋个同伦函数组成的不动

点同伦函数向量，也可看成狋个方程、狋个未知数

组成的非线性恰定方程组，其中犎（１，犡）＝犎（０，

犡）＝０。同伦连续法就是直接以所求的未知量为

未知参数，从犪＝１的平凡映射的零点集跟踪同伦

曲线过渡到犪＝０的目标映射所在的零点集。具

体计算方法可参见文献［４，５］。但非线性同伦最

小二乘平差仍是局部收敛方法，为此，引入非线性

填充最小二乘平差模型。

２　非线性填充最小二乘平差模型

填充函数是由葛仁溥教授等人［６，７］首先提出

的，它由两个阶段组成：极小化阶段和填充阶段。

第一步，利用极小化算法寻找目标函数的局部极

小点犡
１ ；第二步，以当前极小点犡


１ 为基础定义

一个填充函数，并利用它找到 犡′≠犡
１ ，使得

犉（犡′）≤犉（犡
１ ），而后以犡′为初始点，重复第一

步。如此重复，直到找不到更好的局部极小点。

函数犘（犡，犡
１ ）称为犉（犡）在局部极小点犡


１ 的填

充函数，它需满足三个条件：① 犡
１ 是犘（犡，犡


１ ）

的一个严格局部极大点；② 对于任意犡∈犛１，有

犘（犡，犡１ ）≠０，犛１＝｛（犡｜犉（犡）≥犉（犡

１ ），犡∈犚＼

｛（犡
１ ｝｝；③ 如果犡


１ 不是全局极小点，那么犘（犡，

犡
１ ）一定在犛２＝ 犡｜犉（犡）＜犉（犡），犡∈ ｝｛ 犚 上有

局部极小点。

通过以上条件，可以保证在填充函数中找到

比当前局部极小点更小的点，当应用局部极小化

算法极小化填充函数时，迭代点列不会终止于目

标函数值大于当前极小值的点。如果当前极小值

不是全局极小值，那么填充函数一定存在极小点，

并且目标函数在该点的值一定小于当前极小值。

这样通过极小化填充函数，则一定能跳出当前极

小点，得到一个更好的局部极小点。根据以上条

件，国内外学者已构造了大量的填充函数，这些函

数各有其优缺点，但仍没有一种普遍适用的填充

函数。通过验算比较，选择下面的单参数填充函

数：

犘（犡，犡
１ ，μ）＝－ 犡－犡


１

２
＋

μ ｍａｘ［０，犉（犡）－犉（犡

１｛ ｝）］２

＋

１

μ
ｍｉｎ［０，犉（犡）－犉（犡

１｛ ｝）］３ （４）

　　可以证明，当参数μ充分小时，上述函数满足

填充函数的三条性质［７，８］。当用同伦方法找到一

个局部点犡
１ 后，将犉（犡）＝犞

Ｔ犘犞代入上式可得：

犘（犡，犡
１ ，μ）＝

－ 犡－犡

１

２
＋μ（犞

Ｔ犘犞－犉（犡
１ ））

２，

犞Ｔ犘犞≥犉（犡

１ ）

－ 犡－犡

１

２
＋
１

μ
（犞Ｔ犘犞－

　犉（犡
１ ））

３，犞Ｔ犘犞＜犉（犡

１

烅

烄

烆 ）

（５）

对式（５）求导并代入式（３），可得如下同伦函数：

犎（犪，犡）＝ （１－犪）犘（犡，犡
１ ，μ）＋

犪（犡－犡０）＝０ （６）

　　式（５）、式（６）即为非线性填充最小二乘平差

模型。根据填充函数的性质，利用同伦方法解算

该模型，在跟踪同伦曲线的过程中，必定能找到比

当前局部点犡
１ 更小的极值点。事实上，只要能

找到一点犡，使得犞Ｔ犘犞＜犉（犡
１ ），即可跳出当前

的局部收敛区域，再以该点为初始值，应用同伦方

法可计算出比当前局部点更小的极值点。

３　计算步骤

式（５）的求解可采用式（６）的同伦方法解算，

但是非线性函数本身都比较复杂，所构造的填充

函数就更复杂了，再应用同伦方法解算会影响寻

找局部点的速度。为此，采用函数值下降较快的

两个搜索方向，其中一个为最速下降方向犇１＝－

犘（犡，犡
１ ，μ），该方向可以保证犘（犡，犡


１ ，μ）的

函数值下降，但不能保证犉（犡）的函数值下降。

另外一个较优的搜索方向为 犇２＝－犉（犡）／

‖犉（犡）‖－犘（犡，犡
１ ，μ）／‖犘（犡，犡


１ ，

μ）‖，该方向能同时保证犘（犡，犡

１ ，μ）和犉（犡）的

函数值下降。

当同伦方法解算出一个局部点后，判断该局

部点是否为全局极小点可采用如下法则：若测量

观测数据中没有明显的系统误差和粗差，最小二

乘平差的随机模型假设正确，验后单位权中误差

σ^０应与先验单位权中误差σ０大致相等，即检验计

算是否全局收敛的一个判定准则为σ^０≈σ０。但在

实际测量数据处理时，由于系统误差或粗差的影

６８１



　第３５卷第２期 游　为等：同伦函数与填充函数相结合的非线性最小二乘平差模型

响，使得该准则不一定成立，故一般采用前后两次

迭代的验后单位权中误差近似相等作为迭代收敛

的判定准则，即σ^犻≈^σ犻－１。所以应用同伦函数与填

充函数相结合解算非线性最小二乘平差的步骤为：

① 任意选定初值向量犡０，采用式（３）的同伦方法得

到非线性最小二乘平差的一个局部点犡１ ；② 运用

上述准则判断该局部点是否为全局最优解，若是，

停止计算；否则，继续下一步；③ 利用局部点犡１ 构

造填充函数，以犡１ 附近的点为初值解算填充函

数，可以用同伦方法，也可用上面给出的两个搜索

方向，当遇到一点犡，其犞Ｔ犘犞＜犉（犡
１ ），即可终

止填充函数的计算，继续下一步；④ 以上一步得

到的点犡为初值，继续采用式（３）的同伦方法得

到非线性最小二乘平差的一个局部点犡
１ ；⑤ 应

用上述准则判断该局部点是否为全局最优解，若

是，停止计算；否则，重复执行步骤③～⑤。

４　算　例

如图１所示，同精度观测了１０条边长，按编

号１、２、…、１０ 的 顺 序，其 观 测 边 长 分 别 为

６６０．２８６ｍ、３２４．６１３ｍ、２１２．４１８ｍ、４３７．８２６ｍ、

３３３．５４９ｍ、３１７．０７７ｍ、４７２．５６５ｍ、３４７．４１６ｍ、

３４７．３１２ｍ、３８６．７１５ｍ，犃、犅为已知点，且犡犃＝

８４３４．８８０ｍ，犢犃＝１１８４．７１０ｍ，犡犅＝８７２４．６３９

ｍ，犢犅＝８０９．７２０ｍ。取两组不同的坐标初始值，

它们都与真实值相差甚远，甚至点之间的拓扑关

系也发生了明显的变形，采用同伦法与填充法相

结合对该网进行平差，结果见表１。由表１可看

出，当第一组初始值离真值甚远时，采用同伦法平

差仍能得到精确的结果和精度，而线性化法、高

斯牛顿迭代法等其他方法得不到准确的结果。

当采用第二组初始值时，应用同伦方法平差得到

一个局部的极值点，很明显，该极值点并不是全局

最优解。利用上述填充函数，取参数μ＝１０
－６，采

用上述两个搜索方向，找到比当前极值点更小的

一个点，再以该点为初始值，应用同伦法平差得到

全局最优解。

图２给出了上述三组初值平差的同伦曲线

图，其中的零点及同伦曲线反映了在不同初值下

同伦方法的迭代次数及迭代过程。由表１还可看

出，第一类初始值离真值很远，但仍在同伦方法的

收敛域内，故利用同伦方法仍能收敛到准确的值，

说明同伦方法的收敛域很大。对于第二类初始

值，虽然各点的坐标近似值离真值很近，但是由各

点的坐标近似值所组合的第二类初始值处于局部

收敛域内，导致利用同伦方法得到局部解，这正说

明了同伦方法是局部收敛的，而由填充函数所得

到的填充函数解则在同伦方法的收敛域内，故采

用同伦填充函数组合方法可跳出局部收敛区域，

得到最优解。

图１　测边网

Ｆｉｇ．１　ＴｒｉｌａｔｅｒａｔｉｏｎＮｅｔ

表１　平差结果

Ｔａｂ．１　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＡｄｊｕｓｔｍｅｎｔ

坐标 第一类初始值 同伦解 第二类初始值 同伦解 填充函数解 同伦填充函数组合解

犘１
犡１／ｍ －１５６４７．７４３５ ９０３４．１６７１ ８９９０．００００ ８９８９．８０６２ ９０１８．６２３５ ９０３４．１６７１

犢１／ｍ ８３１４７．１０５０ ９０７．５２７５ ８９０．００００ ８８４．７２２０ ９７５．９９４１ ９０７．５２７５

Ｐ２
犡２／ｍ ５８４４１．４６５９ ８７６２．９４６１ ８５００．００００ ８５０６．７６４７ ８６２６．２４９７ ８７６２．９４６１

犢２／ｍ ９１８９８．４８５３ １１２４．４７３８ ９００．００００ ８８９．１０８０ １０３８．９３０１ １１２４．４７３８

Ｐ３
犡３／ｍ ３１１４８．１３９８ ９２２１．０５７２ ９０００．００００ ８９００．２５８８ ９０２７．１７８２ ９２２１．０５７２

犢３／ｍ －９２８５７．６６４３ １００８．４８９８ ８００．００００ ７４０．５９７１ ８４２．８７３７ １００８．４８９８

Ｐ４
犡４／ｍ ６９８２５．８６１２ ９０３１．１１４８ ８７００．００００ ８７０７．６７７１ ８８１０．２９８６ ９０３１．１１４９

Ｙ４／ｍ ８６７９８．６４９６ １３４５．３４３２ １２００．００００ １１４４．２８６７ １２８３．７８３９ １３４５．３４３２

犞Ｔ犞／ｍｍ２ 　　７．８２１８ ４．１４９３×１０１０ ４．１４８２×１０１０ 　　７．８２１７
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５　结　语

非线性同伦最小二乘平差模型直接以所求的

未知量为未知参数，采用预估校正方法跟踪同伦

曲线得到最终的解，消除了非线性最小二乘平差

模型的误差。即使初始值离真值较远时，仍能收

敛到准确的解，但该方法只是一种局部收敛方法。

它能跳出当前的局部收敛区域，得到比当前局部

点更优的极值点。通过同伦方法与填充方法的结
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图２　三组初值平差的同伦曲线

Ｆｉｇ．２　ＨｏｍｏｔｏｐｙＣｕｒｖｅｗｉｔｈｔｈｅＦｉｒｓｔＫｉｎｄｏｆＩｎｉｔｉａｌＶａｌｕｅｓ

合，能以任意初始值得到非线性最小二乘平差的

全局最优解，该方法是一种全局收敛方法。

针对不同的非线性函数，需要构造不同的填

充函数，也需要不同的计算填充函数的算法。但

填充函数的求解思想应是未来求解非线性最小二

乘平差最优解的发展方向。
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