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球面犇犲犾犪狌狀犪狔三角网的透视投影算法

李佳田１　李　佳１　段　平１　余　莉１

（１　昆明理工大学国土资源工程学院，昆明市文昌路６８号，６５００９３）

摘　要：为解决球面Ｄｅｌａｕｎａｙ构网中的拼接问题，顾及球面数据的位置特点，提出了利用透视投影模型将球

面构网整体平面化的算法，其核心是置投影中心于球面，通过球面位置（狓、狔与狕坐标）共同约束，进而构成球

面与投影平面位置间的一一映射。实验结果表明，此算法具有有效性及通用性，其时间复杂度取决于所采用

的平面Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网构建算法。

关键词：球面Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网；透视投影模型；平面Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网

中图法分类号：Ｐ２０８

　　球面Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网（ｓｐｈｅｒｅＤｅｌａｕｎａｙｔｒｉａｎ

ｇｕｌａｔｅｄｉｒｒｅｇｕｌａｒｎｅｔｗｏｒｋ，ＳＤＴＩＮ）构建算法
［１７］中，

投影拼接算法［８１３］效率相对较高。然而，其问题在

于拼接过程，即此算法需要分块地将数据平行投影

至切平面，并以像点重合为基础保留与建立各分块

间的边界关联，以最终将各分块数据拼接构成球面

网格。拼接过程导致算法实用性显著降低。借助

透视投影原理，本文提出了一种ＳＤＴＩＮ生成算法，

通过将投影中心置于球面，建立空间点与像点的一

一映射，以避免出现拼接问题。

１　透视投影算法

将投影中心置于球面，不仅像点可以一致地

在投影平面反映目标的邻接关系，而且射线与球

面交点唯一，因此，投影又具有一一映射性质。

１．１　数据预处理

不失一般性，假定球面目标分布在单位球上，

球面点集合描述为：

犘 ＝ ｛狆犻（狓犻，狔犻，狕犻），犻"犖｝ （１）

集合犘在狓、狔与狕坐标轴的范围是［－１，１］。在

集合犘中任选一点狆狅（狓狅，狔狅，狕狅）作为投影中心，

因为邻接关系最终要通过平面Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网

表达，并考虑计算简单性，将投影中心变化至狕轴

的极大值（０，０，１）位置。将狆犻绕狓 轴旋转至狓狕

平面，此处，绕狓轴旋转的角度α等于投影中心

狆狅在狔狕平面上的投影向量与狕轴正向的夹角。

根据矢量的内积、外积计算可得：

ｓｉｎα＝
狔狅

狔
２
狅＋狕

２
槡 狅

，ｃｏｓα＝
狕狅

狔
２
狅＋狕槡

２
０

（２）

旋转矩阵犚狓为：

犚狓 ＝

１ ０ ０

０ ｃｏｓα ｓｉｎα

０ －ｓｉｎα ｃｏｓ

熿

燀

燄

燅α

（３）

同理，绕狔轴旋转角度β为：

ｓｉｎβ＝－
狓狅

狓２狅＋狔
２
狅＋狕

２
槡 狅

，ｃｏｓβ＝
狔
２
狅＋狕

２
槡 狅

狓２狅＋狔
２
狅＋狕

２
槡 狅

（４）

旋转矩阵犚狔为：

犚狔 ＝

ｃｏｓβ ０ ｓｉｎβ

０ １ ０

－ｓｉｎβ ０ ｃｏｓ

熿

燀

燄

燅β

（５）

因此，将投影中心狆狅变化至位置（０，０，１），旋转矩

阵为：

犚＝犚狓犚狔 （６）

保持点集合犘与狆狅空间位置一致，旋转操作后，

点集合犘为：

犘 →
犚
犘 （７）

１．２　投影点集合至观察平面

透视投影过程分为两步：第一步，将空间点狆

映射为连结狆 与投影中心的射线；第二步，将射
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线线性地映射为像点。本文以平面透视投影为基

础，采用一个不通过投影中心的平面与通过投影

中心的射线相交构成像点。

取垂直于狕轴的平面为观察平面，因此，投影

中心狆狅（狓狅，狔狅，狕狅）与点集合 犘
 中任意一点

狆
（狓狆，狔狆，狕狆）构成的视线参数方程为：

狓＝狓狅＋（狓狆－狓狅）狋

狔＝狔狅＋（狔狆－狔狅）狋

狕＝狕狅＋（狕狆－狕狅）

烅

烄

烆 狋

（８）

整理，得参数狋：

狋＝
狕－狕狅
狕狆－狕狅

（９）

代入狋，得狆（狓狆，狔狆，狕狆）在狓狔平面的投影点（狓，

狔）：

狓＝狓狅＋
（狓狆－狓狅）（狕－狕狅）

狕狆－狕狅

狔＝狔狅＋
（狔狆－狔狅）（狕－狕狅）

狕狆－狕

烅

烄

烆 狅

（１０）

此处，在计算上作简化处理。设观察平面为狓狔

平面，即狕值为０，且投影中心位于位置（０，０，１），

式（９）中参数狋为：

狋＝
１

（１－狕狆）
（１１）

式（１０）中（狓，狔）为：

狓＝
狓狆
１－狕狆

狔＝
狔狆
１－狕

烅

烄

烆 狆

（１２）

　　由式（１２）可知，投影点坐标对（狓，狔）受其球

面点（狓狆，狔狆，狕狆）坐标值的共同限制，之间为一一

映射关系。依据式（１１）、（１２），将点集合犘中除

投影中心之外的狀 #１个点作投影变换至狓狔平

面，得到点集合犘
$。很明显，在狓狔平面点集合

犘
$ 中，任意两点位置不重叠。

１．３　球面邻接与球面闭合

对点集合犘
$ 作平面三角剖分，得到Ｄｅｌａｕ

ｎａｙ三角网，将其表示为犇（犘
$）。由式（７）、（１２）

可知，旋转及投影操作均是作用于点集合的一一

映射，因此，点集合犘 的邻接关系可被旋转点集

合犘表达，进而可被平面点集合犘
$ 表达，且邻

接关系存在于犇（犘
$）中。此处，狀 #１个点已通过

犇（犘
$）建立了邻接关系，但投影中心点并没有嵌

入到犇（犘
$）中，因而，此时ＳＤＴＩＮ并不是对球面

的连续铺盖，即不闭合。因此，关键在于找到哪些

球面点与投影中心点具有邻接关系。

设犇（犘
$）的凸壳为犆犎（犘

$），构成凸壳的点

集合为犘
$

犆犎（犘
$

犆犎 %犘
$），犘

$

犆犎对应的球面点集合为

犘犆犎。

命题１　ｄｉｓ（狆狅，狆犆犎）&ｄｉｓ（狆狅，狆），狆犆犎 "犘犆犎，

狆"犘 #犘犆犎。

根据式（１２），球面点狕坐标值与其投影坐标

（狓，狔）值成反比关系，即球面位置越接近投影中

心（０，０，１），其平面投影坐标越远离狓狔平面原点

（０，０）。根据二维平面凸壳定义，对于任意平面凸

壳边界点所对应的球面点，其与投影中心距离必

然小于平面非凸壳边界点所对应的球面点与投影

中心的距离。命题１成立。

设平面凸壳犘
$

犆犎所包含的结点数目为犿。

命题２　与构成平面凸壳犘
$

犆犎的犿 个点相对

应的球面点是投影中心的犿 最邻近。

由命题１可知，命题２是成立的，即命题中的

球面点与投影中心具有邻接关系。

１．４　三角形法向一致化

对于构成ＳＤＴＩＮ 的三角形，应具有一致的

法向表示，具体表现在构成三角形的结点排列上。

例如，平面Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网的三角形缺省为结点

逆时针排列，法向量指向狕轴正方向。

空间４点狆犻（狓犻，狔犻，狕犻）（犻＝１，２，３，４）构成的

四面体带符号体积公式为：

犞 ＝

１ １ １ １

狓１ 狓２ 狓３ 狓４

狔１ 狔２ 狔３ 狔４

狕１ 狕２ 狕３ 狕４

（１３）

设球面三角形狋的顶点为狆１（狓１，狔１，狕１）、狆２（狓２，

狔２，狕２）、狆３（狓３，狔３，狕３），并且狆４（狓４，狔４，狕４）为原点

（０，０，０），代入式（１３），则犞 为：

犞 ＝－

狓１ 狓２ 狓３

狔１ 狔２ 狔３

狕１ 狕２ 狕３

（１４）

如果犞 为正值，则原点位于三角形法向量正方

向；反之，则位于三角形法向量负方向。指定三角

形的法向指向球面ＳＤＴＩＮ所构成的球体外，即犞

值为负值，否则，需要调整三角形结点排列为原排

列的逆形式。

２　实验与分析

分析算法各步骤的时间复杂度，数据旋转变

换犗ｔａｎ（犮１·狀），投影变换犗ｐｒｏ（犮２·狀），据欧拉公

式，三角形数与结点数呈线性关系，即三角形结点

排序为犗ｏｒｄ（犮３·狀）。设平面Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网构

网步骤的时间复杂度为犗ｄｅｌ（·），可得算法总时间

复杂度为犗（犮·狀＋·），犮为常数犮１＋犮２＋犮３。因
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左项是犗（狀）形式，所以算法时间复杂度决定于右

项。如果平面Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网构网为犗（狀）复杂

度，则其可与左项合并，算法复杂度为犗（犮·狀）形

式；如平面Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网构网为其他复杂度形

式，其复杂性高于左项，算法复杂度整体表现为平

面Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网构网的复杂度。

随机生成球面数据点，分别用平面Ｄｅｌａｕｎａｙ

三角网逐点插入算法（时间复杂度为犗（狀２））及平

面Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网分冶算法（时间复杂度为

犗（狀）），得出点数目与球面构网的时间关系。由

于避免了拼接过程，从图１、２可知，本文算法时间

复杂度由所采用的平面Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网算法的

复杂度决定。虽然本文算法与平面Ｄｅｌａｕｎａｙ三

角网分冶算法两者均为线性特征，由于本文球面

算法包含旋转变换、投影变换及法向调整步骤，使

算法用时增多。值得说明的是，由于实验环境及

具体实现方法的差异，平面Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网构网

用时会与某些文献中描述的不尽相同。

为了更加细致地表达计算过程，在球面邻接

关系的建立中，按照球面点相对于投影中心狕轴

距离由大到小进行，并将投影中心移动到与视点

同侧（见图３）。

图１　逐点插入算法与本文球面算法的时间关系

Ｆｉｇ．１　ＴｉｍｅＲｅｌａｔｉｏｎＢｅｔｗｅｅｎＩＩＡａｎｄｔｈｅ

ＰｒｏｐｏｓｅｄＡｌｇｏｒｉｔｈｍ

图２　分冶算法与本文球面算法的时间关系

Ｆｉｇ．２　ＴｉｍｅＲｅｌａｔｉｏｎＢｅｔｗｅｅｎＤＣＡａｎｄｔｈｅ

ＰｒｏｐｏｓｅｄＡｌｇｏｒｉｔｈｍ

图３　计算过程描述（（ａ）～（ｄ）为中间过程，（ｅ）～（ｆ）为球面闭合）

Ｆｉｇ．３　ＤｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｏｆＣｏｍｐｕｔｉｎｇＰｒｏｇｒｅｓｓ（（ａ）（ｄ）ａｒｅＭｉｄｄｌｅＳｔｅｐｓ，（ｅ）（ｆ）ａｒｅＳｐｈｅｒｅＳｕｒｆａｃｅＣｌｏｓｕｒｅ）

３　结　语

本文提出了一种基于透视投影模型的ＳＤ

ＴＩＮ整体构建算法，其以平面Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网算

法为基础，避免拼接，具有高效性与通用性。此

外，在数据范围上，本文算法也可用于构建球面局

部Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网；在构网类型上，可向球面约

束Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网扩展。在球面数据邻接关系

最优性方面，本文算法具有一定的局限性，原因是

球面与平面不同胚。在保持算法高效性的前提

下，球面邻接关系判定与优化是下一步亟待研究

与解决的问题。
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　第３６卷第９期 李佳田等：球面Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网的透视投影算法

［７］　白建军，赵学胜，陈 军．基于椭球面三角格网的数

字高程建模［Ｊ］．武汉大学学报·信息科学版，

２００５，３０（５）：３８３３８７

［８］　ＧｏｐｉＭ，ＫｒｉｓｈｎａｎＳ．ＡＦａｓｔａｎｄＥｆｆｉｃｉｅｎｔＰｒｏｊｅｃ

ｔｉｏｎ Ｂａｓｅｄ ＡｐｐｒｏａｃｈｆｏｒＳｕｒｆａｃｅ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

［Ｃ］．Ｔｈｅ１５ｔｈＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒＧｒａｐｈｉｃｓ

ａｎｄＩｍａｇｅＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，Ｂｒａｓｉｌｉａ，Ｂｒａｚｉｌ，２００２

［９］　纪凤欣，欧宗瑛，秦绪佳，等．基于Ｄｅｌａｕｎａｙ三角

剖分的层析图像离散数据表面重建算法［Ｊ］．工程

图学学报，２００１，２２（２）：５３５８

［１０］ＲｏｂｅｒｔＪＲ．ＤｅｌａｕｎａｙＴｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎａｎｄＶｏｒｏｎｏｉ

ＤｉａｇｒａｍｏｎｔｈｅＳｕｒｆａｃｅｏｆａＳｐｈｅｒｅ［Ｊ］．ＡＣＭ

ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｏｆｔｗａｒｅ，１９９７，２３

（３）：４１６４３４

［１１］ＴｓａｉＶＪＤ．ＤｅｌａｕｎａｙＴｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎｓｉｎＴＩＮＣｒｅａ

ｔｉｏｎ：ａｎＯｖｅｒｖｉｅｗａｎｄａＬｉｎｅａｒＴｉｍｅＡｌｇｏｒｉｔｈｍ［Ｊ］．

ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＧｅｏｇｒａｐｈｉｃａｌＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ

Ｓｙｓｔｅｍｓ，１９９３，７（６）：５０１５２４

［１２］王青，王融清，鲍虎军，等．散乱数据点的增量快

速曲面重建算法［Ｊ］．软件学报，２０００，１１（９）：

１２２１１２２７

［１３］王永波，盛业华，闾国年，等．基于Ｄｅｌａｕｎａｙ规则

的无组织采样点集表面重建方法［Ｊ］．中国图像图

形学报，２００７，１２（９）：１５３７１５４３

第一作者简介：李佳田，博士，副教授，研究方向为不规则空间剖

分模型与ＧＩＳ算法。
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下期主要内容预告

 脉冲激光抽运铷原子钟研究 　　　　　　　　　　　　　　　　杜志静，等

 面向遥感应用的ＧＮＳＳ反射信号接收处理系统及实验 李伟强，等

 利用非组合精密单点定位提取区域电离层延迟及其精度评定 李　玮，等

９６０～１６１０ＭＨｚ频段全球业务及ＧＮＳＳ频谱兼容分析 卢　軻，等

 用于ＧＮＳＳ的ＳｐＴ星载原子钟及时间系统介绍 王庆华，等

 区域卫星导航系统硬件延迟解算 吴晓莉，等

Ｓ频段用于卫星导航的电磁环境研究 赵　阳，等
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