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利用自适应最小二乘配置的ＧＰＳ水准与
重力似大地水准面的拟合
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摘　要：针对ＧＰＳ水准与重力似大地水准面之差中存在系统误差的问题，使用最小二乘配置估计信号大小，

来提高似大地水准面的拟合精度。对于最小二乘配置的噪声与信号的协方差之间的关系不合理，采用自适应

因子纠正两者之间的关系，并首次将自适应最小二乘配置算法应用于似大地水准面精化。最后使用我国东部

面积将近２万ｋｍ２ 的城市Ａ的数据进行验证，计算结果表明，最小二乘配置及自适应最小二乘配置在一定程

度上能够提高拟合效果，使似大地水准面更接近于真实值，实现了国内较大城市面积的１．０ｃｍ检核精度的区

域似大地水准面成果。
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　　目前，区域似大地水准面精化一般采用高精
度重力场模型、重力资料以及数值地面模型，获取
该地区高分辨率重力异常值，综合考虑地形改正
与地形均衡等因素影响，通过移去－恢复技术得到
分辨率高、相对精度高、绝对精度低的重力似大地
水准面；然后利用绝对精度高、分辨率低且分布均
匀的ＧＰＳ水准点完成对重力似大地水准面纠正。
在精化过程中，一般将ＧＰＳ水准与重力似大地水
准面的差值作为拟合量，利用离散ＧＰＳ水准点数
据，采取合理有效的拟合模型逼近差值曲面，将其
与重力似大地水准面叠加，最终得到该区域的似
大地水准面模型。这样既能克服几何拟合方法的
缺点，又能保留全部物理场信息［１］。因此，选取有
效的拟合方法显得尤为重要。
针对地球重力场的长、中、短波分量的特点，

刘振宇等分析了拟合曲面需要满足的数学条

件［１］。由于重力场模型匹配以及重力资料缺乏等
原因，致使区域重力似大地水准面存在一定的偏
差；另外ＧＰＳ水准数据采集与处理过程中，由于
环境、模型、观测等因素影响，数据中可能存在某
种系统误差，因此，在区域似大地水准面拟合过程
中，选取合理有效的拟合方法是提高区域似大地
水准面精度的一个关键因素。目前，大地测量的

数值拟合逼近问题已经取得了丰富的研究成

果［２－１１］。杨元喜等分析拟合逼近方法特性，并提

出了两步拟合推估逼近算法［２－３］；杨元喜等采用自
适应因子调整最小二乘配置中观测噪声与信号协

方差矩阵之间关系，并将该方法成功应用于地图
数字化［１２］以及地壳形变监测领域［１３］。因此，将自
适应最小二乘配置应用于区域似大地水准面拟合

中抑制信号影响是十分有意义的。

１　似大地水准面最小二乘配置解

将似大地水准面逼近模型的观测量分为固定

参数效应和随机效应两部分。前者表示倾向性部
分或称系统性部分，后者为随机性影响部分，因
此，观测模型可表示为：

Δζ＝ＡＸ＋ＢＳ＋Δ （１）

式中，

Ａｉ ＝ ［１ λｉ θｉ λｉθｉ λ２ｉ θ２ｉ …］ （２）

Ｂｉ ＝ ［０　０　０　０　１ｉ ０ …］ （３）

（Δζ）ｉ ＝ （ΔζＧＰＳ）ｉ－（ΔζＧ）ｉ （４）

式中，ζＧＰＳ、ζＧ 表示ｎ个ＧＰＳ／水准点对应的ＧＰＳ
水准与重力似大地水准面的数值；Ａ、Ｂ表示倾向

DOI:10.13203/j.whugis2013.01.020



　第３８卷第１期 　　郭春喜等：利用自适应最小二乘配置的ＧＰＳ水准与重力似大地水准面的拟合

性参数以及信号参数对应的系数矩阵，维数为ｎ
×ｔｎ、ｎ×ｔｓ；Δ为观测误差向量，维数为ｎ×１；Ｘ为
倾向性参数向量，维数为ｔｎ×１；Ｓ为信号向量，维
数为ｔｓ×１；（θｉ，λｉ）为ＧＰＳ／水准点的坐标。
最小二乘估计值与信号估计值分别为［２］：

Ｘ^＝ （ＡＴΣ－１ＬＡ）－１　ＡＴΣ－１Ｌ Δζ
Ｓ^＝ΣＳＢＴΣ－１Ｌ （Δζ－Ａ^Ｘ）

Ｓ^′＝ΣＳ′ＳΣ－１
ＳＳ^

（５）

其中，

ΣＬ ＝＝ＢΣＳＢＴ＋ΣΔ （６）
式中，ΣＳ′Ｓ为已知点似大地水准面差与未知点似
大地水准面差的互协方差矩阵；ΣΔ 为观测噪声的
协方差矩阵；ΣＳ 为信号的协方差矩阵。
在最小二乘配置中，关键问题是确定信号的

方差 －协方差矩阵ΣＳ 和ΣＳＳ′。通常这些协方差矩
阵中的元素都是根据协方差函数计算得到。设残
差ΔＳ＝［ΔＳ１，ΔＳ２，…，ΔＳｎ］Ｔ，其数学期望、方差与
协方差估计值分别为：

μΔＳ ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１ΔＳｉ （７）

σΔＳ（０）＝
１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
（ΔＳｉ－μΔＳ）

２ （８）

σΔＳ（τ≠０）＝
１

ｎτ－１∑
ｎτ
ｉ＝１
（ΔＳｉ－μΔＳ）·

　（ΔＳ（ｉ＋τ）－μΔＳ） （９）
式中，ｎτ为两点间的间隔为τ的点个数。根据方
差σΔＳ（０）和不同间隔的协方差σΔＳ（τ≠０），利用高

斯（Ｇａｕｓｓ）函数、希尔伏宁（Ｈｉｒｖｏｎｅｎ）函数与似
高斯函数等常用协方差函数进行拟合［１４］。

２　似大地水准面自适应最小二乘配
置解

　　最小二乘配置虽然在一定程度上能够削弱

Δζ中有随机特性的趋势性影响，但观测噪声与信
号的协方差矩阵一般依靠经验或者函数模型获

取，可能造成两类协方差矩阵之间的关系不合理，
这可以部分归结于方差因子不一致，最终导致似
大地水准面的拟合精度偏低。针对该问题，采用
杨元喜等提出的自适应最小二乘配置方法［１２］，利
用 Ｈｅｌｍｅｒｔ方差分量估计自适应地调整两似大
地水准面差值的观测噪声和随机信号的方差比，
进而控制信号对计算结果的影响。
设自适应最小二乘配置的目标函数为［１５－１６］：

Ω＝ＶＴαＰΔＶ＋^ＳＴ　ＰＳ^Ｓ＝ｍｉｎ （１０）
若两似大地水准面差值观测向量为等精度独立观

测，初始单位权方差取为１．０，则初次平差的先验
权阵分别为：

Ｐ０Δ ＝ （Σ０Δ）－１

Ｐ０Ｓ ＝ （Σ０Ｓ）－１
（１１）

第ｉ次平差得到的改正数向量为：

Ｖ＝Ａ^Ｘ＋Ｂ^Ｓ－Δζ （１２）
则观测噪声、信号的验后单位权方差σ^２（ｉ）０Δ 、^σ２（ｉ）０Ｓ 为：

σ^２（ｉ）０Δ

σ２（ｉ）０
［ ］

Ｓ
＝
ｎ－２ｔｒ（Ｎ－１　ＮΔ）＋ｔｒ（Ｎ－１　ＮΔ）２　 ｔｒ（Ｎ－１　ＮΔＮ－１　ＮＳ）

ｔｒ（Ｎ－１　ＮΔＮ－１　ＮＳ） ｎ－２ｔｒ（Ｎ－１　ＮＳ）＋ｔｒ（Ｎ－１　ＮＳ）［ ］２
－１　ＶＴ　ＰΔＶ
Ｓ^ＴＰＳ^［ ］Ｓ （１３）

式中，

Ｎ＝
ＡＴＰ^ｉΔＡ　 ＡＴＰ^ｉΔＢ
ＢＴＰ^ｉΔＡ　ＢＴＰ^ｉΔＢ＋Ｐｉ［ ］

Ｓ

ＮΔ ＝
ＡＴＰ^ｉΔＡ　ＡＴＰ^ｉΔＢ
ＢＴＰ^ｉΔＡ　ＢＴＰ^ｉΔ［ ］Ｂ
ＮＳ ＝

０ ０
０ Ｐｉ［ ］

Ｓ

（１４）

自适应因子为［１５－１６］：

α＝σ^
２（ｉ）
０Ｓ

σ^２（ｉ）０Δ
（１５）

则观测值的权矩阵为：

Ｐ^ｉΔ ＝αＰｉΔ （１６）

　　依据新确定的观测向量和信号向量的权矩阵
重新求解倾向参数和随机信号向量，直至σ^２（ｉ）０Δ 、

σ^２（ｉ）０Ｓ 两者比值趋近于１．０。

３　算例分析

为了比较分析拟合方法的特点，算例选取地
势相对较平坦的东部城市Ａ的数据进行了验证。
城市Ａ地势西高东低，由西南向东北倾斜，境内
西北部和西南部系山丘陵区，东北部和东南部属
平原地区，地表江河纵横，湖泊密布。城市Ａ 似
大地水准面精化搜集了该区域及周边国家 ＧＰＳ
连续运行参考站数据，采用高精度的数据处理软
件、严密的数据处理技术方法获取高精度大地坐
标系成果；采用一、二等水准布设方案，并考虑海
潮负荷等因素影响，获取高精度水准成果。
本算例在计算重力似大地水准面过程中，考

虑到地形改正与均衡改正，采用 Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ公
式及ＥＧＭ２００８参考重力场模型计算所需积分半
径的区域重力似大地水准面。首先使用多项式法

５４
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对似大地水准面差值数据进行预处理，分析拟合
残差，并结合该点对应的拟合数据离群情况，探测
出两个 ＧＰＳ水准点为粗差点。最终算例选取

２１９个ＧＰＳ水准点参加计算，选取点位分布均匀
的１８９个点进行拟合，３０个点进行外部检核，点
位分布如图１所示。

图１　 拟合点与检核点分布图

Ｆｉｇ．１　Ｆｉｔｔｉｎｇ　Ｐｏｉｎｔ　ａｎｄ　Ｃｈｅｃｋｉｎｇ　Ｐｏｉｎｔ

算例采用以下３种方案进行计算：① 三次多
项式（ＰＯＬ）；② 最小二乘配置（ＣＯ），协方差函数
为似高斯函数；③ 自适应最小二乘配置（ＨＣＯ），
协方差函数为似高斯函数。
误差统计如表１所示，各方案外符合误差曲

线绘于图２。

图２　各方案检核点误差图

Ｆｉｇ．２　Ｅｒｒｏｒ　ｏｆ　Ｃｈｅｃｋｉｎｇ　Ｐｏｉｎｔ

表１　各方案误差统计结果／ｃｍ

Ｔａｂ．１　Ｒｅｓｕｌｔ　ｏｆ　Ｅｒｒｏｒ

方案 拟合点精度 检核点精度

ＰＯＬ　 １．６　 １．６
ＣＯ　 １．２　 １．２
ＨＣＯ　 ０．４　 １．０

　　由计算结果可以看出：

１）在充分利用该区域及周边的高等级 ＧＰＳ
水准、重力资料基础上，进行地形改正与均衡改
正，得到高精度的区域重力似大地水准面，利用最
小二乘配置等拟合方法纠正重力似大地水准面，
实现了１．０ｃｍ外符合精度的较大城市面积的似
大地水准面模型。

２）与多项式方案相比，最小二乘配置与自适
应最小二乘配置将观测量分为倾向部分以及随机

部分进行处理，有利于弱化数据中的信号影响，进
而提高该区域似大地水准面的拟合精度。

３）由图２可以看出，方案②与方案③的检核
点都具有较好拟合精度，大部分检核点误差绝对
值都在１．５ｃｍ以内。方案③与方案②相比，拟
合、检核精度有不同程度的提高，其原因是自适应
最小二乘配置利用自适应因子实时地调整观测噪

声与信号的协方差矩阵之间的比例，从而使两者
对拟合结果的贡献更加合理，进一步提高了区域
似大地水准面拟合的效果，实现了外符合精度１．０
ｃｍ的面积２万多ｋｍ２ 的城市区域似大地水准面
成果。

４　结　语

对于区域似大地水准面拟合，首先要得到高
精度的区域重力似大地水准面，结合已有的ＧＰＳ
水准资料，采用移去－恢复法获得最终区域似大地
水准面。在移去重力似大地水准面后，选取合理
有效的拟合方法成为提高似大地水准面精化精度

的关键因素。最小二乘配置能够较好地解决含有
倾向性、随机性因素的问题，控制系统误差等因素
影响，提高区域似大地水准面的拟合效果。而自
适应最小二乘配置采用方差分量估计方法自适应

地调整观测噪声与信号协方差的比例，使两者关
系更接近真实值，从而得到更加可靠的差值曲面。
最终将差值曲面与重力似大地水准面相叠加得到

该区域似大地水准面模型。但上述两种拟合方法
都容易受异常数据影响，导致拟合结果较差，因
此，讨论不同拟合方法融合以及抗差自适应最小
二乘配置在似大地水准面拟合中的应用问题是下

一步的研究内容。
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《武汉大学学报·信息科学版》２０１２年出版情况
《武汉大学学报·信息科学版》２０１２年出版正刊１２期，出版字数３１７万；发表论文３４２篇，比上年增加２．

７％；篇均页码４．３５面。发表论文中，基金资助论文３４１篇，基金产文率９９．７％，比上年提高５．１个百分点。发

表论文按第一作者统计，院士、博士生导师、长江学者、教授论文７０篇，占比２０．５％，与上年基本持平；副教授论

文３９篇，占比１１．４％，比上年略有下降；博士、博士生论文１８６篇，占比５４．４％，，比上年略有下降；其他论文４７
篇，占比１３．７％，比上年上升４．４个百分点。第一作者为副教授以上论文占比３１．９％，与上年持平；加上博士、

博士生，活跃作者占比８６．３％，比上年减少了４．４个百分点。按第一作者来源统计，校内稿件１２６篇，占比

３６．８％，比上年增加５个百分点；校外稿件２１６篇，占比６３．２％，比上年下降５个百分点。本年度涉及作者１　１７１
人次，其中校内４３８人次，占３７．４％；校外７２４人次，占６１．８％；国外９人次，占０．８％。本年度，ＥＩ收录继续保持

１００％。据中信所最新数据，本刊２０１１年总被引频次２　９０８，影响因子０．７２１。２０１３年１月出版的邱均平《中国

学术期刊综合影响研究报告》第三版，继续将本刊列为测绘学科唯一的权威期刊。

７４


