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等面积纬度函数和等量纬度变换的直接解算公式
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摘　要：为实现等面积投影和等角投影间的直接变换，借助计算机代数系统 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ，推导出了等面积纬

度函数和等量纬度变换的直接解算公式，并将式中系数统一表示为椭球第一偏心率的幂级数形式，可解决不同

参考椭球下的变换问题。算例分析表明，本导出公式的计算误差分别小于１０ｍ２ 和１０－４（″），可供实际使用。
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　　等面积投影和等角投影是地图投影中两类重

要的投影，在测量、地图制图、地理信息系统

（ＧＩＳ）和全球空间信息网格的构建等领域中有着

广泛的应用［１６］。这两类投影之间的变换是实际

生产中经常会遇到的一个基本问题。总体上，解

决这一问题的方法主要有解析法［１，２］和数值法［７］，

其中解析法最为常用。根据研究思路的不同，解

析法又可分为正解变换法和反解变换法［２］。正解

变换法建立了两种投影坐标之间的一一映射，给

出了它们之间的直接解析式，表达了编图和制图

的数学实质。对计算机辅助制图来说，这种表示

最为方便，但由于涉及到非常复杂的数学运算，建

立两投影间的直接关系式并非易事。目前，地球

椭球模型下等面积投影和等角投影之间的变换主

要采用反解变换法，即根据原有地图投影方程，反

解出原地图投影点的地理坐标，然后代入新投影

中求得该点在新投影下的直角坐标。这种方法虽

然容易理解，但计算过程相当复杂，在处理海量数

据间的变换时效率不高。

等面积纬度函数、等量纬度是等距离投影和

等角投影中的两类重要变量，它们都是大地纬度

的函数。如果能够得到等面积纬度函数和等量纬

度变换的直接解算公式，那么将可以建立等面积

投影和等角投影坐标间的直接解析式，从而革新

这两类投影的传统变换模型，简化计算过程，来提

高计算效率。近年来，国内外地图投影学者对等

面积纬度函数、等量纬度与大地纬度之间的正反

算问题进行了深入研究，取得了一批显著的成

果［８１３］，但限于问题本身的复杂性，等面积纬度函

数与等量纬度之间的变换目前主要是通过解算大

地纬度间接实现的，从而导致无法建立等面积投

影和等角投影坐标之间的直接关系式。为实现等

面积投影和等角投影之间的直接变换，本文借助

了具有强大符号运算功能的计算机代数系统

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ
［１４］，推导出了等面积纬度函数和等

量纬度变换的直接解算公式，并设计算例分析了

导出公式的计算误差。

１　等面积纬度函数、等量纬度及其

正反解公式

１．１　等面积纬度函数及其正反解公式

由地图投影理论可知，旋转椭球面单位经差

由赤道至大地纬度犅 处所界曲边梯形的面积

为［１，２］：

　犉＝犪
２（１－犲

２）∫
犅

０

ｃｏｓ犅
（１－犲

２ｓｉｎ２犅）２
ｄ犅 （１）

式中，犪为参考椭球长半径；犲为椭球第一偏心率。
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式（１）有分析解，积分后有
［１０］：

犉＝犪
２（１－犲

２）·

ｓｉｎ犅

２（１－犲
２ｓｉｎ２犅）

＋
１

４犲
ｌｎ
１＋犲ｓｉｎ犅
１－犲ｓｉｎ［ ］犅 （２）

式中，犉为等面积纬度函数。根据文献［１２，１３］，

等面积纬度函数的正解公式可以表示为：

＝犅＋γ２ｓｉｎ２犅＋γ４ｓｉｎ４犅＋γ６ｓｉｎ６犅＋γ８ｓｉｎ８犅

犉＝犚′
２ｓｉｎ

烅
烄

烆 

（３）

等面积纬度函数的反解公式可以表示为：

＝ａｒｃｓｉｎ（
犉

犚′２
）

犅＝＋犆２ｓｉｎ２＋犆４ｓｉｎ４＋犆６ｓｉｎ６＋

　犆８ｓｉｎ８

烅

烄

烆 

（４）

１．２　等量纬度及其正反解公式

由地图投影理论可知，等量纬度狇与大地纬

度犅 的关系式为：

狇＝∫
犅

０

（１－犲
２）

（１－犲
２ｓｉｎ２犅）ｃｏｓ犅

ｄ犅＝

ｌｎｔａｎ
π
４
＋
犅（ ）２

１－犲ｓｉｎ犅
１＋犲ｓｉｎ（ ）犅

犲／

［ ］
２

（５）

　　根据文献［１２，１３］，等量纬度的正解公式可以

表示为：

φ＝犅＋β２ｓｉｎ２犅＋β４ｓｉｎ４犅＋β６ｓｉｎ６犅＋

　β８ｓｉｎ８犅

狇＝ａｒｃｔａｎｈ（ｓｉｎφ

烅

烄

烆 ）

（６）

等量纬度的反解公式可以表示为：

φ＝ａｒｃｓｉｎ（ｔａｎｈ狇）

犅＝φ＋犅２ｓｉｎ２φ＋犅４ｓｉｎ４φ＋犅６ｓｉｎ６φ＋

　犅８ｓｉｎ８

烅

烄

烆 φ

（７）

２　等面积纬度函数和等量纬度变换

的直接解算公式

２．１　等量纬度变换至等面积纬度函数的直接解

算公式

由式（７）和式（３），可得等量纬度狇变换至等

面积纬度函数犉 的公式为：

φ＝ａｒｃｓｉｎ（ｔａｎｈ狇）

犅＝φ＋犅２ｓｉｎ２φ＋犅４ｓｉｎ４φ＋犅６ｓｉｎ６φ＋

　犅８ｓｉｎ８φ

＝犅＋γ２ｓｉｎ２犅＋γ４ｓｉｎ４犅＋γ６ｓｉｎ６犅＋

　γ８ｓｉｎ８犅

犉＝犚′
２ｓｉｎ

烅

烄

烆 

（８）

　　使用式（８）需要经过４步计算方可完成转换，

较为复杂，有必要导出更为实用的直接解算公式。

从理论上讲，可将该式中的变量犅 和消去，导

出由等角纬度φ计算等面积纬度函数犉 的直接

解算公式。但是，该过程人工推导起来极其繁琐，

甚至难以实现。本文借助计算机代数系统 Ｍａｔｈ

ｅｍａｔｉｃａ强大的数学分析能力，成功地解决了这一

难题，在犲＝０处将犉展开为犲的幂级数形式，取

至犲８ 项，整理后可得：

犉＝犪
２（狋１ｓｉｎφ＋狋３ｓｉｎ３φ＋狋５ｓｉｎ５φ＋狋７ｓｉｎ７φ＋

狋９ｓｉｎ９φ） （９）

式中系数为：

狋１ ＝１－
１

４
犲２－

１

１２
犲４－

７

１９２
犲６－

１１３

５７６０
犲８；

狋３ ＝
１

１２
犲２－

７

９６０
犲６－

１

１９２
犲８；

狋５ ＝
１

６０
犲４＋

１

１９２
犲６＋

１

２０１６０
犲８；

狋７ ＝
３１

６７２０
犲６＋

７

２３０４
犲８；狋９ ＝

４１

２６８８０
犲８ （１０）

　　根据三角函数的倍角形式与幂形式的转换关

系，可将式（９）变换为：

犉＝犪
２（犿１ｓｉｎφ＋犿３ｓｉｎ

３

φ＋犿５ｓｉｎ
５

φ＋

犿７ｓｉｎ
７

φ＋犿９ｓｉｎ
９

φ） （１１）

式中系数为：

犿１ ＝１；犿３ ＝－
１

３
犲２－

１

３
犲４－

１

３
犲６－

１

３
犲８；

犿５ ＝
４

１５
犲４＋

３

５
犲６＋犲

８；犿７ ＝－
３１

１０５
犲６－

３３８

３１５
犲８；

犿９ ＝
４１

１０５
犲８ （１２）

　　将式（８）第一式代入式（１１），可得等量纬度狇

变换至等面积纬度函数犉 的直接解算公式为：

犉＝犪
２（犿１ｔａｎｈ狇＋犿３ｔａｎｈ

３
狇＋犿５ｔａｎｈ

５
狇＋

犿７ｔａｎｈ
７
狇＋犿９ｔａｎｈ

９
狇 （１３）

２．２　等面积纬度函数变换至等量纬度的直接解

算公式

由式（４）和式（６），可得等面积纬度函数犉变

换至等量纬度狇的公式为：

＝ａｒｃｓｉｎ（
犉

犚′２
）

犅＝＋犆２ｓｉｎ２＋犆４ｓｉｎ４＋犆６ｓｉｎ６＋

　犆８ｓｉｎ８

φ＝犅＋β２ｓｉｎ２犅＋β４ｓｉｎ４犅＋β６ｓｉｎ６犅＋

　β８ｓｉｎ８犅

狇＝ａｒｃｔａｎｈ（ｓｉｎφ

烅

烄

烆 ）

（１４）

　　为简化计算，可消去式中的变量犅和φ，将狇

４４８
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表示为 的显函数形式。借助 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ在

犲＝０处将狇展开为犲的幂级数形式，取至犲
８ 项，整

理后可得：

狇＝ａｒｃｔａｎｈ（ｓｉｎ）＋犳１ｓｉｎ＋犳３ｓｉｎ３＋

犳５ｓｉｎ５＋犳７ｓｉｎ７ （１５）

式中，

犳１ ＝－
１

３
犲２－

１

３０
犲４－

１１

１８９０
犲６－

１０７

３０２４００
犲８；

犳３ ＝－
１

９０
犲４－

６１

１１３４０
犲６－

２３２１

９０７２００
犲８；

犳５ ＝－
１

７５６
犲６－

５

４０３２
犲８；犳７ ＝－

７１

３０２４００
犲８

（１６）

　　根据三角函数的倍角形式与幂形式的转换关

系，式（１５）可以变换为：

狇＝ａｒｃｔａｎｈ（ｓｉｎ）＋狀１ｓｉｎ＋狀３ｓｉｎ
３
＋

狀５ｓｉｎ
５
＋狀７ｓｉｎ

７
 （１７）

式中系数为：

狀１ ＝－
１

３
犲２－

１

１５
犲４－

１

３５
犲６－

１

６３
犲８；

狀３ ＝
２

４５
犲４＋

１３６

２８３５
犲６＋

６８３

１４１７５
犲８；

狀５ ＝－
４

１８９
犲６－

２１８

４７２５
犲８；狀７ ＝

７１

４７２５
犲８ （１８）

　　将式（１４）第一式代入式（１７），可得等面积纬

度函数犉变换至等量纬度狇的直接解算公式为：

狇＝ａｒｃｔａｎｈ
犉

犚（ ）２ ＋狀１犚２犉＋
狀３
犚６
犉３＋

狀５
犚１０
犉５＋

狀７
犚１４
犉７ （１９）

由文献［１２，１３］可知：

犚′２ ＝犪
２（１－犲

２） １

２（１－犲
２）＋

１

４犲
ｌｎ
１＋犲
１－（ ）犲

（２０）

将式（２０）代入式（１９），整理后可得：

狇＝ａｒｃｔａｎｈ
犉

犪２狆（ ）
０
＋狆１

犉

犪２
＋狆３

犉

犪（ ）２
３

＋

狆５
犉

犪（ ）２
５

＋狆７
犉

犪（ ）２
７

（２１）

式中系数为：

狆０ ＝１－
１

３
犲２－

１

１５
犲４－

１

３５
犲６－

１

６３
犲８；

狆１ ＝－
１

３
犲２－

８

４５
犲４－

１０４

９４５
犲６－

１０４８

１４１７５
犲８；

狆３ ＝
２

４５
犲４＋

２６２

２８３５
犲６＋

１９０９

１４１７５
犲８；

狆５ ＝－
４

１８９
犲６－

１１５４

１４１７５
犲８；狆７ ＝

７１

４７２５
犲８ （２２）

３　计算误差分析

为说明导出的等面积纬度函数和等量纬度变

换的直接解算公式的准确性与可靠性，本文选用

２０００中国大地坐标系（ＣＧＣＳ２０００）
［１５］，参考椭球

常数犪＝６３７８１３７ｍ，１／犳＝２９８．２５７２２２１０１，对

式（１３）和式（２１）的计算误差进行了分析。

误差分析的基本思路是：取定大地纬度犅０，

将其分别代入式（２）、式（５），可得等面积纬度函

数、等量纬度的理论值犉０、狇０。将狇０ 代入式（１３），

可得变换后的等面积纬度函数犉１；将犉０ 代入

式（２１）可得变换后的等量纬度狇１。将犉１、狇１ 分别

与理论值犉０、狇０ 作差比较，得到式（１３）、式（２１）的

计算误差Δ犉１、Δ狇１，如表１所示。

表１　等面积纬度函数和等量纬度变换的直接

解算式（１３）和式（２１）的计算误差

Ｔａｂ．１　ＥｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅＤｉｒｅｃｔＣａｌｃｕｌａｔｉｎｇＦｏｒｍｕｌａｅＥｑ．１３

ａｎｄＥｑ．２１ｆｏｒＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎＡｕｔｈａｌｉｃ

ＬａｔｉｔｕｄｅＦｕｎｃｔｉｏｎａｎｄＩｓｏｍｅｔｒｉｃＬａｔｉｔｕｄｅ

犅０
／（°）

Δ犉１
／ｍ２

Δ狇１
／（″）

犅０
／（°）

Δ犉１
／ｍ２

Δ狇１
／（″）

５ ０．１ ９．９×１０－９ ５０ ４．７ －４．４×１０－８

１０ ０．８ １．８×１０－８ ５５ ４．７ －６．５×１０－８

１５ ２．３ ２．２×１０－８ ６０ ５．０ －９．２×１０－８

２０ ４．２ ２．２×１０－８ ６５ ５．３ －１．４×１０－７

２５ ５．９ １．８×１０－８ ７０ ５．５ －２．２×１０－７

３０ ６．７ １．０×１０－８ ７５ ５．５ －４．０×１０－７

３５ ６．６ －６．６×１０－１０ ８０ ５．５ －９．１×１０－７

４０ ５．９ －１．３×１０－８ ８５ ５．５ －３．７×１０－６

４５ ５．１ －２．８×１０－８ ８９ ５．６ ９．２×１０－５

　　由表１可以看出，本文导出的等量纬度变换

至等面积纬度函数的直接解算式（１３）的误差小于

１０ｍ２（与之相对应的纬度误差小于１０－６″）；导出

的等面积纬度函数变换至等量纬度的直接解算

式（２１）的误差小于１０－４″，可以满足测量和地图学

要求的计算精度。

４　结　语

为实现等面积投影和等角投影间的直接变

换，本文借助计算机代数系统 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ，推导

出了等面积纬度函数和等量纬度变换的直接解算

公式，并将式中系数统一表示为椭球第一偏心率

的幂级数形式，可解决不同参考椭球下的变换问

题。利用该式可实现等面积投影和等角投影的直

接变换，从而简化投影变换的计算过程，提高计算

效率。算例分析表明，本文导出公式的计算误差

５４８
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分别小于１０ｍ２ 和１０－４″，可以满足测量和地图学

要求的计算精度。
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