
关于用伪观测法作亏秩平差的一点看法

吕 言 陈 纪 椿

【提要】:

本文 系 80 年 5 月西德 W
.

W el s
hc 教授来华讲学期 间的学习心得体会

。

阐述 了利用广 义逆作亏枝平差的理论
,

并针对原文 中要求伪观测方程 系数矩 阵 B 须

满足孑黑了
, 0 提 出并从数学上证明只 需万合肚

、

二旦即可
。

即不 用伪逆 ( A
T
A )

· ,

门
` 、 几B B 了 = 工

“
、

` ” ’

“
’ 、 “ 、 ---J 一 一

7 ` ’ 、 “ ”

I B 行满秋 ” ` “ ” “ ” .l `。 ~
“ “ “

/ ’

而仅 用满足彭罗斯 (P en
r os e ) 条件 (1 ) (4 ) 的广 义逆便可 实现亏秋情况下的最小

有偏 平差
,

从 而使伪观刚 条件得以 减弱
。

亏秩平差
〔 ` 〕的数学模型及相应的法方程是

:

A x = L ( 1 )

A
T
A x = A

T
L ( 2 )

其中 A 为
n 火 u 矩阵

, x
为

u
维列向量

, L 为
n 维列向量

,

秩 { A } = r 二 u 一 d
, n
为观测数

, t :

为独立未知数个数
,

d 为亏秩数
,

其中包括数亏 (例如无起始数据之 自由网 ) 及形亏 (实 际

观测不足以确定图形 )
。

显然从 ( 1 ) ( 2 )式形式上看
,

为常规最小二乘法平差没有什么不同
,

但究其实 质
,

后

者之法方程组系数矩阵 A
T
A 与满秩方阵

,

而亏秩平差的法方程组系数矩阵 A T A 为降秩 方

阵
,

既为降秩
,

其常义逆 ( A
T
A )

一 `
必不存在

,

那么在这种情况下如何进行平差呢 ?

我们知道
,

在常规最小二乘法平差中

估值 x 二 ( A
T
A )城

`
A

T
L

x 的数学期望 E ( x ) = ( A
T
A )

一 `
A

T E ( L ) = ( A T A )
一 ’

A T A x = x

又由广义误差传播律有 Q 全 二 ( A
T
A )

一 `
A

T

Q L L A ( A
T
A )

一 ` = ( A
T
A )

一 `

式中 Q况 = P ,

在我们这里的情况下为单位矩阵 oJ

可见
, x

是
x 的无偏估计量

,

而且还可证明
x
亦是

x 的一致
、

有效估计量
〔 “ J 〔 “ ’ 。

也就

是说
,

在常规最小二乘法平差中
, x 是 x 的最优无偏估计量

,

且协因数阵 Q 全唯一
。

但在亏秩平差 中
,

( A
T
A )

一 `
不复存在

。

按矩阵代数 中之广义逆定义
“ 4 〕 ,

降秩方阵 A T A

的逆为广义逆
,

记为 ( A
T
A )

一 ,

满足 ( A
T
A ) ( A

T
A )

一
( A

T
A ) = A T A

。

在一般情况下
,

( A
TA )

-

( A T A ) 铸 I
,

于是我们有

x “ ( A T A )
一
A

T
L

E ( x

Q 令 “

丫 ( A
T
A ) Q 全 ( A

T
A ) =

) = ( A T A )
一
A T E ( L ) = ( A

T
A )

一

A T A x 特 x

( A
T
A )

一
A T Q

L L
A ( A

T
A )

一 = ( A T A )
一
( A TA ) ( A

T
A )

-

( A T A ) ( A
T A )

一
( A T A ) ( A T A )

一
( A

T
A ) 二 ( A

T A ) ( A
T
A )

一

( A
T A ) = A

T A

DOI : 10. 13203 /j . whugi s1981. 01. 009



时 武 汉 测 绘 学 院 学 报

:
.

按广义逆定义 Q 全 是 (A
T
A )

一

型逆
,

不唯一
。

19 8 1 年

在这里 x 成了不可估量
,

用以 衡量 x
精度的协因数阵 Q 全 也不唯一

, “
平差

”
自然无从

谈起
。

如何设法使亏秩情况下之
x 成为无偏可估或最小有偏可估

,

且有唯一的 Q 全? 除了通

常采用的经典法外
,

近几年来又提 出了利用 ( A
T A )

+ ,

即穆尔一彭罗斯 ( M oo er 一 P e nr os e
)

广义逆 (或称伪逆 ) 作最佳线性最小有偏估计 (B LI M B )E 的伪观测法
一 ’ 1 。

此法之 基 本 思

想是在原观测方程基础上加进虚拟观测方程
,

使其组合后构成之法方程系数阵为满秩方阵
。

伪观测值法的数学模型及相应的法方程为
:

(迄)一 (二) ( 3 )

( A
T
A + B T

B )
x 二 A T L

式中 B 为 d x u
虚拟观测值系数矩阵

,
( A T A + B T

)B 为满秩可逆方阵
。

( 4 )

根据文献 〔 1 〕
,

为了实现最小有偏平差
,

须利用满 足彭罗斯四个条件
( 杏 〕的伪逆 ( A

T
A )

`

意即在满足 Q 二 ( A T A 十 B T B )
一 ’ 一 B

T B = Q 一 B T B “ ( A T A )
十

的条件下来构造虚拟观测系数阵

B (请注意本文 Q 的定义 : Q = ( A
T
A + B T

)B
一 ’

)
,

则 B 必须满足
:

{
A B

T = 0

( 5辛 )
B B T = I

可以证明
,

在此条件下 Q = ( A
T
A + B T

)B
一 ` 一 B

T B = Q 一 B T B = ( A
T
A )

+ :

二 I = Q ( A T A + B T B )
,

B T = QA
T
A B T + Q B T B B T = Q B T , B = BQ

Q A T A = I 一 Q B T B = I 一 B T B = ( A T A + B T B ) Q 一 B
T
B = A

T
A Q

Q满足彭罗斯全部四个条件
:

1
、

A T A Q A T A = A
T
A ( Q 一 B

T
B ) A T A 二 A T A Q A

T
A = A

T
A ( I 一 B T B ) 二 A

T
A ;

2
、

Q A
T
A Q = ( Q 一 B T B ) A

T
A ( Q 一 B T

B ) = Q A
T
A Q = ( I 一 B T B ) Q 二 Q 一 B T B = Q ;

3 , ( A T A Q ) T = Q A
T
A =

(Q 一 B T B ) A
T A = QA T A = A

T
A Q = A T A ( Q + B

T
B ) = A T A Q ,

4
、

( Q A T A )
T 二 A T A Q = A

T
A ( Q 一 B T

B ) 二 A
T
A Q 二 Q A

T
A = Q A

T
A

。

由方程 ( 4) 有 = Q A T L 二 ( Q 十 B T B ) A
T L = Q A T L 二 ( A

T
A )

+

A
T L

再由广义误差传播律
:

Q 全 二 Q A
T
A Q = Q 二 ( A

T
A )

十

是唯一的

故可实现最小有偏平差
。

问题在于是否非利用 ( A
T A )

+

不可呢 ? 回答是否定的
。

下面我们拟从不同角度用数学推

导的方法加以论证
。

为便于说明问题
,

让我们先来讨论何谓最小有偏 ?

我们知道
,

平差模型 观测方程是一矛盾方程组
,

而相应的法方程则是一相容方程组
。

进

行平差的目的就是要求观测方程组的最小二乘解
,

即等价于求其法方程组的真解
。

在常规平

差 中
,

法方程系数阵 A
T
A 为满秩矩阵

,

存在唯一的常义逆 ( A
T A )

一 1 。

如前所述
,

其解畜为
二 的最优无偏估值

,

Q 全 唯一
。

但在亏秩情况下
。

( A T A )
一 ’ 不存在

。

矛盾方程 组 (1 ) 的 最
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小二乘解即相容方程组 (2 ) 的真解不唯一
。

但 可以证明
几 ` ’ ,

方程 (1 ) 的极小最小二 乘 解

即方程 ( 2) 的最小范数解存在且唯一
。

因此在亏秩情况下
,

求观测方程的极小最小二乘解
,

虽然不再象满秩情况下能得到最优无偏估值
,

而是有偏估值
,

但却是最小有偏
。

综上所述
,

所 谓最小有偏平差
,

就是求矛盾方程组 (观测方程 ) ( 1) 的极小最小二乘解
,

或称最小范数

最小二乘解
,

也就是求相容方程组 (法方程 ) ( 2) 的最小范数解
。

从 线 性 代 数
` “ 知

, x =

( A
T
A )

一
A

T L 是方程 (2 ) 的最小范数解的充分必要条件 是 ( A
T
A )

一 :为满足彭罗斯条件 ( 1)

(4 ) 的广义逆
,

记作 ( A
T
A ) { 1

, 4 }
。

于是我们自然想到
,

不用 ( A T A )
+

而用 ( A
T
A ) { 1

,

4} 是

否可以实现最小有偏平差呢 ? 下面就从四个方面来证明在伪观测 法 中 用 ( A
T
A ) { 1

,

4} 与 用

( A
T
A )

十

可得到完全相同的结果
,

从而提出伪观测法的最弱附加条件为
:

{
A

T
B 二 O

( 5 )
B行满秩 ( B为 d x u矩阵 )

以下证明均以此为条件
,

不再 另行说明
。

(在条件 ( 5) 下 ( A
T
A 十 B

T

)B 为满秩方 阵 的 推

证见本文 (二 ))

(一 ) 求方程 ( 2) 的最小范数解只须用 Q = ( A
T
A 十 B T B )

一 ’

如前所述
,

矛盾方程 ( 1) 的极小最小二乘解就是相容方程 ( 2) 的最小范数解
,

是唯一

存在的 ; x = ( A
T
A )

一
A

T L 为相容方程 (2 ) 的最小范数解的充分必要条件是 ( A
T
A )

一
任 A T A

1 , 4 }
,

而 Q = ( A T A + B T
B )

一 ’
正是满足彭罗斯条件 ( 1 ) ( 4 ) 的广义逆

,

即 Q 任 A
T
A { 1

, 4 } ,

所以
x 二 QA

T L 就是方程 A
T
A x 二 A

T
L 的最小范数解

,

也即方程 (1 ) 的极小最小二乘解
。

实际上
,

Q任 A
T
A { 1

, 3 , 4 }
,

证 明如下
:

丫 I = Q ( A
T
A 十 B

T B )
, B T = Q A

T
A B T + QB T B B

T 二 QB
T B B T

:
. `

Q A T A = I 一 Q B T B

亏 ( 6 )
“
Q B T = B T

( B B T )
一 ` , B Q = ( B B T

)
一 ’ B

1
、

A T A Q A T A = A T A (I 一 Q B
T
B ) = A

T
A (I 一 B T ( B B T

)
一 ` B ) = A

T
A

3
、

( A T A Q )
T = Q A T A = I 一 Q B T

B 二 I 一 B T B ( B B
T
)
一 ` B = ( I 一 B T

( B B T )
一 `

B )
T =

( Q A
T
A )

T = A
T
A Q

4
、

( QA T A )
T = ( I 一 Q B

T
B ) T = ( I一 B T

( B B
T

)
一 `

B )
T = I 一 B T

( B B T
)
一 ` B = I 一 QB T B

二 Q A T A

Q 任 A T A { 1 ,
3

,
4 } 这里我们只需用 Q任A T A { 1

,
4 } 就够了

。

所以对相容方程 A
T
A x 二 A

T L 来说
, x 二 Q A

T
L 就是它的最小范数解

,

必然是唯 一 的
。

另一方面
。

我们注意到
,

由方程 ( 4)
:

( A
T
A + B T B ) x = A T L 其存在唯一真解为

:

x “ ( A
T
A + B T B )

一 `
A

T
L 二 Q A

T L

也就是说
,

伪观测法的法方程 (4 ) 的真解
,

就是亏秩平差法方程 ( 2) 的最小范数解
,

也即

亏秩平差 观测方程 ( 1) 的极小最小二乘解
,

求其解只须用到 Q 任A
T
A { 1

, 4 }
,

无须利用 ( A
T A )士

,

而 A
T
A { 1

, 4 }由条件 ( 5) 导出
,

( A
T
A )

+

由条件 ( 5
,
) 导出

,

所 以伪观测方程 系 数 矩 阵 B

只须满足条件 ( 5) 而无须满足 ( 5
苦

)
。

(二 ) x ,

Q 全的表达式 由 A 唯一确定
,

与 B 无关

这里要用到豪斯霍德 ( H ou
s
he ol d er ) 变换

` “ “ ,

在我们的情况下可 叙 述 为
:

,

一
对 于
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A T
、

u ) ( 。 矩阵 A
T ,

秩 {A
T

}
= t ; 一 d

, n ) u 一 d
,

必定存在正交矩阵 H T ,

使 H
T
A

T = } _
`

)
,

这种
O / 一

. .

变换叩称为豪斯霍德变换
。

其中 A T是 l(t 一 d ) X1
飞矩阵

,

秩 { A下} 二
u 一 d

,
O 是 d Xl

l
零矩阵

。

将其转置后可得 A H = ( A
, , 0 )

。

这就是说
,

任一列不满秩矩阵 A 都可通过豪斯霍德 变换化

为列满秩矩阵 A
,

和零矩阵 O 之组合
。

又设 B H =
(B

1 , B Z
)

,

其中 B ,

为 d 又 u( 一 l() 矩阵
, B Z

为 d 阶方阵
。

由于 H T
为正 交 矩

阵
,

即 王针汀 = H
T
H 二 I

,

故有
:

, B T 、

A B T = A H H
T B T = ( A

, ,

O ) (
_ _

)
`

B百
`

A B T = 0

A
, B T二 0 A T A

: B T = 0

又 A
I

为列满秩矩阵
,

即 de t ( A T A
l
)笋 O ,

故必 B T “ 0

B H = ( O , B Z
)

由条件 ( 5) 知 B 为 行满秩阵
,

故 B :

为 d 阶满秩方阵
。

另有 H
T

Q H 二 H
T
( A

T
A

一

卜B T B 犷
’
H 二 ( H

T
A T A H + H

T B T B H 犷
` 二

=

(
A TA

I : : B
:

)
一 ` 一

(
( A TA

` ’ 一 `
( B : B :

)一

)

其中 A TA
,

和 B百B
。
均为满秩方阵

,

故 Q 必满秩
。

, _ _ /

(A百A
,

)
一 ’ 、 I A T 、

: = Q A
T L = H H

T

Q H H
T
A

I L 二 E ( } ( ) L =

( B百B
:
)
一 ` z `

O

( A T A
,
)
一 ’

A丁L
Z吸产、、

H一一

由广义误差传播律
:

Q 穿 = Q A
T
A Q 二 H H TQ H H

T
A

T
A H H T Q H H T =

A TA
:

( A下A
l
)
一 `

Z才.、、

l) (
( B

T
B

:
)尸-lrI甄)

T2
(BO

AA
TTll

AA
/夕.、、/口.、、

HH一一一一

可见
,

在满足 ( 5) 的条件下
, 妥

,

Q 令 与 B完全无关
,

仅 由 A 唯一确定
,

而 H 的引进

仅仅是证明问题的一种手段
,

不会对

下面我们顺便推导一下矩阵 Q 全

X ,

Q 令 产生影响
。

之迹 t r { Q 全 }
’
的表达式

r / ( 、气TA
,
)
一 ` 、 _ 、 r _

由 ` r { Q 全 } = ` r
{ H ( ) H

`

卜
` r
{ H

「

,

H

O
`

( A TA
:
)
一 `

)}
= t r { ( A TA

,
)
一 `

}
,

将特征方程 {( A TA
,
)
一 ’ 一 H l

= 0 展开后引用韦达定理可知 t r { ( A TA
,

)
一 ’

} 等于 ( A TA
,
)
一 `

诸

这里用到矩阵求迹的一个性质
: tr { A B } 二亡r { B A }

,

其中 A
、

B 分别为 m 火玲
, 牲 x 琳 矩阵
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特征值之和
石 J

设 入为 ( A TA
,
)
一 ’
的特征值

,

即有 ( A TA
,
)
一 `
邑= 入是毯为属于 入的特征向量 )

,

则可 得

( A T A
!
, 乞=

:
;

,

故弃为
A T“ 的特征值

,

所 以 (A I拍 )一 的特江直是 A TA
l

相应特征值

的倒数
。

A TA
I

O

A TA
I

再考虑相拟 变 换 H
T
( A

T
A ) H = ,

即 ( A
T
A ) 与 而相似矩阵具

有相同的特征值
。

又 此 (t A TA
,
) 子 。 ,

故 A
甲
A 中所有非零特征值即为 A百A

,

之特 征 值
,

所

以 tr { Q 全 } 等 于 A
T
A 中所有非零特征值倒数之和

,

是一个完全由 A 所确定的数 值
,

并 不

随 B 的不同而变化
。

( 三 ) Q A
T

为 A { 1
, 2 ,

3
,
4 }

,

即 Q A
T = A

+ ,

且 x = A
+

1
,

Q 令 = A
斗
( A

+

)
T

现在我们再从 A
+

的唯一性出发
,

推证
x 与 Q 全 的唯一性

。

考虑 Q 二 ( A
T
A + B T B )

一 ` ,

因为 B 满足条件 ( 5)
,

(并不要求 B B T = 1)
,

所 以 B T B 不

叭

侄
.

之随均八xQ
八X

而从唯一
,

Q 也不唯一
,

但有趣的是 Q A
T

却是唯一的
,

即有 Q A
T = A

十 ,

一确定
,

现证 明如下
:

由 ( 5 )
、

( 6 ) 有
:

1
、

A ( QA T ) A = A (I 一 Q B T B ) = A 一 A Q B T
B 二 A 一 A B T

( B B
T
)
一 ` B 二 A

2
、

( Q A
T
) A ( Q A

T
) = ( I 一 Q B T B ) ( Q A

T
) = Q A

T 一 Q B T B QA
T =

二 Q A
T 一 Q B

T
( B B T

)
一 `

B A
T = Q A

T 一 Q B T
( B B T

)
一 ’

( A B
T
)

T = Q A
T

3
、

( A Q A
T
) T = A Q A

T

4
、

( Q A
T
A )

T 二 ( I 一 Q B T B )
T = ( I 一 B T

( B B T
)
一 ’ B )

T =

= I 一 B
T
( B B T )

一 `
B = I 一 Q B

T
B = Q A T A

以上四式正是彭罗斯广义逆的四个条件
,

故 Q A
T

是 A 的穆尔一彭罗斯逆 A
十 ,

即 Q A T

二 A
十 。

于是
, x 和 Q 全可表示为

:

交
一 Q A

T
L 一 A

+ L

Q 全 二 QA
T
A Q = A

十
( A

十
)

T

根据 A大的唯一性
,

立即可知 艾
、

Q 。 是 由 A 所 唯一确定的
,

故仅 用 A
T
A {1

, 4 } 即 可

实现最小有偏平差 ; 并且由推导过程可知
,

我们除 A B
T = O及 B 满秩之外

,

并未用 到 其 他

任何条件
,

所以对于伪观测方程 B x = O ,

要求 B B T = I是不必要的
。

( 四 ) 条件 ( 5 ) 与 ( 5
升

) 对模型 ( 3 ) 的等价性

下面我 “ ”再从另夕卜一个角度来证明
,

根据条件
{
A B

T = O
( 5 , `口条件

{
A B T = O

( 5米 )
B 行满秩 B B T = I

对模型 ( 3) 所作的平差结果完全一致
。
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这里要用到矩阵的格拉姆一施密特 ( G ar m m一 S hc m id l) 正交化
` 6 〕

— 即对于行满秩矩

阵 B ,

可 以构造 出一个满秩方阵 S (通常为三角阵 )
,

使 S B 的各个行向量均为单位 向量
,

并且彼此正交
,

即 (S )B (S )B
T = 工

。

换句话说
,

一组线性无关的向量组可通过格拉姆一施

密特正交化变成一组单位正交向量组
。

记 S B = B
。 ,

于是有
:

= A B
T
S

T 二 O ,

且 B 。 B百二 工
。

即

oI一一一一
TOTOBB

护玩

A B百

f A B 格拉姆一施密特正交化

—
~ - - )

B行满秩

通常
,

平差模型的观测方程两端不能乘以一个非正交矩阵
。

但从下面的证明可知
,

若将

伪观测方程 B x = O两端乘以一个满秩矩阵 S (不必是正交矩阵 )
,

使之变成 B
。 x = O ;

亦即
,

E
、 ,

A
、 ,

L
、

将模型 (3 ) 两端乘以矩 阵 ( )
,

使之变为 ( )
x =

( ) ( 3` )
,

并不会影响平差的 结
S

/ 、
B

。 z “

O
/

果
。

考虑 模 型 (3 )

:

(公)
一 (乞)

可写成
:

H H

一 (乞)
,

其中 H 是豪斯霍德变换矩阵 ; 由 (二 )可知
,
A H 一 ( A

l , 。 ) ;

,

故可得
:

A ’ B Z

,中
一

:() 吠井;

`

、、,/
、

,
了AB玩

(O,

一一HB

X
TH一一y一一

、

!
了yy了f.

、、

中其

又 B
:

是 d阶满秩方阵
,

故 以上方程可化为
:

{
A

l y l = L

y
Z = 0

( 7 )

于是模型 ( 3) 的最小二乘解
x
可 由方程 (7 ) 的最小二乘解通过正交变换 x = H T y 得到

。

/ A
、 / L 、

再考虑模型 ( 3带 )
:

( )
x =

( ,
,

同样由
:

`

S B
z \

O
/

/ A
、 / L 、

(
_

)H H
T X 二

(
_

) 可得
、

S B
/ 、

O
`

A
工

A ly
l = L

5 B
Z
y

Z “ O

S B Z

A
l y l 二 L

) ( :;)
=

(二)
,

即

,

同样有
y Z = O

与方程 ( 7) 完全相同
。
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这就是说
,

模型 (3 ) 和 ( 3
带

) 的平差结果是完全一致的
,

这就从另外一个角度证 明 了

对于伪观测模型 (3 ) 来说
,

由于条件 ( 5) 和 ( 5
寄
) 是等价的

,

故 B B T = I 并非必要条件
。

至此 己足以说明在亏肤平差中仅用 Q 任A
T
A { 1

, 4 }
,

而不必用 Q 二 ( A
T
A )

+ ,

亦 即 B 只 须

满足条件 (5 )
,

即可实现最小有偏平差
。

最后
,

我们在以 上论证的基础上
,

再从理论上探讨一下有关伪观测方程的设计问题
。

首先需要证明一下条件 A B T = 0 与 A T A B T = o 的等价性
。

由 A B
T 二 0 导出 A

T
A B T = 0 是显然的 ;

又由 A
T
A B

T = 0 ,

可得 H
T
A

T
A H H

T
B

T = o ,

/ A百A
, 、 / B T、

即 ( ) t
_

)
“ 0 ,

或 A TA
; B T = o

0
2 `

B百
产

又 d e t ( A百A
l
)铸 0

,

故必 B T = O ,

。。 H · B
一 (

B百

/ O

故 A岁
“ A H H

T

拼
= ( A

, ,
O ) 气

_

)
= O

`

B百
产

于是
,

A B T = 0 与A
T
A B T = 0 等价

,

即有以下关系
:

A B
T = 0 <

二

~ ~ 合 A
T
A B

T = O

由 A
T
A B T = O可知

, B T

的列向量是矩阵 A
T
A

一种通过求矩阵 A
T
A 的特征向量来构造 B 的途径

。

另外
,

我们考虑以下的方法
:

首先
,

构造 A 的豪斯霍德变换矩阵 H
,

有 A H

的属于零特征值的特征向量
,

这就给出了

“ ( A
I ,
O )

,

再任取 d 阶满秩方阵 B Z

妨就取单位矩阵 )
,

则 B = ( O
,
B

Z

) H
T

即为所求
,

其中 O 为 d x u( 一 d) 零矩阵
。

, O 、

由于 A ” T = A H (
_

_

J
二 ( A : , O )(

、

万轰
了 )

= “ ,

且 d e “ B B ·
, = d e , ` B Z B` ,、 ” ,

故矩阵

(不

B 完
B百

全满足条件 ( 5)
。

对于某些类型的无形亏平差问题 (如测边网 )
,

其秩亏数可按其类型完全加以确定
,

故

可设计出规范化的具有最简单形式的伪观测方程系数矩阵 B ’ ` ’ 。
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