
在光束法区域网平差中正交附加参数组的建立及

各类系统误差对平差结果的影响
`

李 德 仁

〔提要〕 本文介绍在 自检校 光束法 区域 网平差中建立正 交附加参数组的方 法
,

并分析 E b n e r 附 加 参 数组所代表的各类 系统误差对平差结 果的 影响
。

这对于认识

系统误差的作用规律
、

了解 自检校平差补偿 系统误差的效果
、

分析 附加参数 与其它

未知数可 能产生 的强 相关
、

合理地选择附加参数 以 及如何合理布设地 面控制点均有

一 定的参考价值
。

在 自检校区域网平差中
,

为了改正象片系统误差需要引用一个由若干附加参数组成的系

统误差模型
。

到 目前为止
,

选用什么样的附加参数为好
,

仍然是一个探讨中的问题
。

从原则上讲
,

象片系统游是差是象片坐标的函数
。

但由于这种函数关系在实际上 很 难 得

知
,

人们只好从纯数学的角度或从引起系统误差的物理因素出发
,

选用若干个合适的附加参

数来 拟合在平差中反映出来的系统误差
。

目前存在着各式各样的附加参数组
。

如一般的二元

多项式
、

正交多项式
、

包含傅里叶系数的展开式及球函数展开式等等 (详见文献 [ 1 〕)
。

选择附加参数所要考虑的因素很多
。

包括平差区域网的大小
、

旁向重叠度
、

象点和控制

点的点数与分布
、

平差中的多余观测数
、

系统误差的先验特征
、

测区的地形起伏
、

区域 中摄

影测量参数的变化情况
、

附加参数 自身及与其它未知数的相关以及所用计算机的存 贮 量 等

等
。

正交的附加参数组由于它 自身及与定向参数的正交性
,

具有统计学方面的优点
,

因此得

到较为广泛的应用
。

本文主要介绍建立正交附加参数组的方法
,

并分析它所代表的各类系统

误差对平差结果的影响
,

从中得到对自检校平差有益 的认识
。

(一 ) 正交附加参数组的建立

象片系统误差是象片坐标的函数
,

因此可一般地得到下列二元多项式
:

△x = f(
x ,

y ) 二 Y T A X

△y = 劝( x
,

y ) = Y T B X
} ( 1 )

式中 A
, B 表示附加参数矩阵

;

向量 X
、

Y 包 含象点
x 、

y 坐标 的各次幕
。

X T = ( 1 , x , x “ , … … x
.

)

Y T = ( 1 ,
y

,
y

“ ,
· , ·

… y
.

)

,
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当每片配置 3 x 3标准点时
, n 取 2 ; 当每片为 5 x s标准点时

, n
可取为 4 (点位分布见图 1)

象点分布为 3 X 3 的情况是常见的
,

此时

甘
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当地面水平
、

近似垂直摄影时
,

象片定向元素与象点坐标的微分关系式为〔 2 」
:

dx 一会
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则 ( 4 ) 式可写成
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将 ( 4
,
) 式与 ( 3

,
) 式比较

,

参数
a 。 、

完全相关
,

在一般情况下应将
a : : 和 b : :

从

( 3
尸

) 式中之一次改正项为

△x l = a ; Z x + a : x y

b
。

与
“ : : 、

b : :
的作用完全相同

,

为辫免产生

(3 ’
) 式剔除掉

。

△ y l = b
一 z x + b

2 l
y }

令其中
a 1 2 = △入+ b

- a : 1 = △k + b :

b : : = △入一 b -
}
和

b l : = 一 △k + b
Z }

△x 一 = △乳x + b
一 x + y△k + b: y

△ y 一 = △入y + b
Z x 一 △k

一 x 一 b
,
y
}

将它与 “ 尹
) 式比较

,

上式中包含 酥 和 △k 的部分显然应去掉
,

因而得到附加参数组 的一

次项部分为
:

△x 一 = b
l x + b

Z y

△ y 一 = 一 b z y + b
Z x

(3
尹
) 式中的二次项部分为

:

} 5 )

△x z = a 1 3 x 2 + a : : x y + a 3 l y 2

△ y : = b
一 s x 么 + b : : x y + b

s 一
y
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, 、
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和 b

: : = 一 2 b
4 一

△0

f

△。
a , ,

= D 孟
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并以 b
。 、

b
。

替换上式中
a 3 :

和 b : 3 ,

则得

△

一
2 b

3
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△甲 + b s

y Z + b 4 · y 一

带
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△y
Z = b

“

一
2 b
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手
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华
△甲 }

仍与 “
产
)式比较

,

上式中含 △甲和 △。 的部分应剔去
,

于是得到附加参数组的二次项部分
:

△x : = 一 b 3 .

2 x 2 + b ` x y + b
。
y Z

△y : = b 3 x y 一 b
` ·

2 y 2 + b o x Z } ( 6 )

这样
,

原来的 (3
`
) 式中一共去掉气象片定向元素相关的六个参数

。

( 3, ) 式中的三次项和四次项全部保 留
,

但 以 b
, 、

b
。 、

b
: 、

b
: 。 、

b : : 和 b : :
替 换

a , : 、 a : : 、
b : : 、

b : : 、 a : : 和 b : :
则得到
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将 ( 5 )
、

( 6 ) 和 ( 7 )式合并起来
,

并以 ( x
z 一 Z b

“

/ 3 ) 和 ( y
“ 一 Z b

“

/ 3 ) 代替其中所有的
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则得 到
:
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“
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( 8 )式便是 E b n e r
首先提出的十二个参数的正交附加参数组〔 3 〕

。

实际使用中
,

将系数

均匀化得到实用的附加参数公式
:
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八 一 一
1

— , y 一 一 ,

U D

如果象片上九个点位于标准位置
,

即间距等于象片基线 b
,

而且地面水平
,

近似垂直摄

影
,

则经计算求出
,

附加参数之间以 及附加参数与定向未知数之间完全严格正交
。

对于 5 X S象点分布 ( 见图 1 )
,

正交参数的建立由下式出发
,

、

|
.
1

/

上工尹尹
月

厂
Jleses
.

|
J

胜、、..1苦llesl

/
△` = ` 5 “ ’ ` , 一 “ ’

y
,

”
,

”
3 ,

y
`
,

(

a 1 1 a 1 2
’ . ’

a 1 5

a 51 a 5 2
’ ` ’

a 5 5

心9 )
lx尸尸尸

:
.

|
l| |
公

·`
、

、

!
..,口才551

--、 -

:5

性0LU长曰LUbl……饥
△y 一 ` 5

(·
,

一
: y

2 y 3 ,

夕一

(

除去与定向元素相关的 6 个参数
,

得到包含44 个参数的附加参数组
,

其法如下
。
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首先

在光束法区域网平差中正交附加参数组的建立及各类系统误差对平差结果 的影响
.

多3

( 9 ) 式可写成
:
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根据前面的分析

,

( 9
`
) 式中零次项部分应剔去

,

一次项部分应变为 ( 5 ) 式
,
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和
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代替 ( s ) 式中 b
、
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Z ,

则附加参数的一次项部分为
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产
) 式比较

,

其中含 △甲和 △。 的部分应剔去
,

并再用 b
Z :

和 a : :

取代 b
3

和 b
`

且以 k
,

I 取代
x Z

和 尹
,

则附加参数的二次项部分为
:
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于是
,

一

与定向元素相关的六个参数被除去
,

高次项全部保留
。

剩下的问题是适当地确定

这些参数的多项式系数 ( 即将
x Z ,

尹
,

护 和
一

y `
作适 当变换 )

,

以保证理想条件下的严格正

交
。

对此
,
G r的 导出了以下结果 〔 4 〕

。
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对于每片有 3

组 , 而当每片冷
5

3 象点
,

旁向重叠为 20 %左右的草区域
,

通常用 E b n e r 正交附 加 参 数

5象点且旁向重叠为 60 %时
,

可用
,

G r
如 多项式

。

(二 ) 各类系统误差对平差结果的影晌

研究各种不同类型的象片系统误差对区域网平差结界的影响
,

对于了解系统误差的作用

规律
、

它能否在平差中被发现和得到补偿以及分析附加参数与坐标未知数的相关等均有重要

的意义
。

K ub ik 等人曾就定g种基本系统误差图形
,

用标准格网数据进行过试验研究〔5〕
。

本节

中对 E b n e : 附加参数组中十二个附加参数所表示的各类系统误差进行类似的试验研究
,

但取

用有较大高差起伏的模拟象片数据
,

研究的范围除了对平差坐标的影响作用之外
,

还包括对

外方位元素和象点坐标残差的影响

( 1 ) 单项 系统误差对平差结果的影晌 了

试验研究采用图 2 所示的区域
,

采用的方法是在不带偶然误差的模拟象片数据中加入某

一项系统误差
,
即 b ;

为 20 微米
,

其余 b 值均为零代入 ( 8, )式求得的各象点系统误差
。

通过
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不带附加参数的光束法平差便求出单项系统误差作用下的平差结果
。

将它与模拟数据理论值

比较便得到单项系统误差的影响作用
,

列成表 1
。
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图 2 试验用区域网

= 1 5 0 m m
.

高程控制点 ,

m = 1 : 3 1 6 0 0 口 象主点
。

q = 2 0%

最大地面高差 5 00 m

表 1 中的 T S 值为系统误差显著性检验之统计量〔9〕
。

残差求得的
:

点 / I A
.

l
`
/

.

万一
、

T S =
_

二望` 兰一一卫」
一一一二

一

K

它是由象片上九个子块内象点坐标

( 1 3 )

式中 K为子块数 ,

n .
为落在第 i 个子块内的象点数 ,

A ,
为第 i 个子块内各点象坐标残差之均值

,

S ,
为相应的统计均方差

。

当 T s值大于 1 时
,

可认为区域内系统误差是显著的 (详见文献〔 6 )]
。

从表 1 中可 得到以下几点有意义的结论
:

( i ) E b n e r
系统误差模型的各个参数所代表的单项系统对平差结果的感响是各

’

不 相 同

的
。

在图 2 所示的几何条件下
:

一贾
、

瓦
、

可和瓦主要作用于平面
。

其中瓦和瓦主要沿航线方向作用于 x 坐标
,

但瓦

的作用较小 , 而瓦和瓦主要作用于 Y 坐标
。

在象坐标残差分析中
,

T s 检验不能晌显地发现

这四类系统误差
。

盯和厌对单位权 中误差有一定影响
,

可和瓦则影响甚小
。

这四类系统误差

对地面点平面坐标的具体影响见图 3
。
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图 3 光束法平差后单项系统误差对平面的影响
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云
.

里杀统岌挂

讯
: 二 之1

.

宁

S
。 二 台

.

。

e 二川次 x 二 4 6, 4

尸严
- . . . 口

光束法平差后单项系统误差对高程的影响

田
4图

程的旁向弯曲
,

b 。
引起区域内高程的航向弯曲

。

按适当跨距的锁形布设高程控制点
,

利于消

除 b
:

和 b。型系统误差的影响
,

其它三类系统误差只有沿象片基线布设高程控制点才能消除其

影响
。

— b
。 、

b ; 。
和 b

, :

这三类系统误差对加密点之平面坐标和高程均无明显影响
,

但它们对

残差的影响甚大
,

因而可由 T S检验值中明显地反映出来
,

而且影响单位权中误差
。

— 对外方位元素产生影响的系统误差参数为 b , 、

b
: 、

b
` 、

b
:

和 b
, 。

其中 X
S 、

2 5 和 甲

主要受 b
:

和 b
。

影响
; Y s 主要受 b

: 、

b
Z 、

b
`
和 b

。

的影响
, 。 主要受 b

工

和 b
4

的影响 , 而各类系

统误差对旋角 k 的影响均不大
。

( ii ) 由于各类型系统误差对平差结果的影响各不相同
,

所以对于同样的区 域 几 何 条

件
,

如果实际象片所包含的系统误差类型不同
,

则附加参数自检校平差得到的效果 也 就 不

同
。

详细地说
,

如果象片坐标中主要包含影响平面坐标的系统误差
,

则官检校平差将主要改

善平面坐标的精度
,

高程精度的提高必然不大
。

反过来
,

如果象片坐标中主要包含影响高程

的系统误差
,

则自检校平差将主要改善高程的精度
。

最后
,

如果包含的系统误差为 b
。 、

b , 。

和 b
: :

型的
,

则自检校平差不会明显改变平差结果精度
,

只能使单位权中误差降低
。

这也许

就是国外各种试验中平面和高程精度提高幅度各不相同的主要内因之一
。

i( ii ) 由于各类系
,

统误差在象点坐标残差中的反映各不相同
,

T S 值也各不相同
,

所 以

对于以分析象点坐标残差为基础的验后补偿法 (详见 〔 6 〕之附录 ) 飞其补偿效果必然受得限

制
。

从表 1 可看出
,

验后补偿法 (在图 2 几何条件下 ) 只能察觉出 b
3 、

b
。 、

b ; : 、

b
。 、

b
: 。 、
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b
, 、
及 b

l 、

b
:

型系统误差
,

而且只能补偿其中 b
3 、

b
。 、

b
, ,

·

及 b , 、

b
Z

对加密结果的部分影

响
,

因此其效果不及自检校平差
。

( 2 ) 各类系统误差的联合作用

表 1得到的是单项系统误差产生的影响作用
。

如果存在某几种类型系统误差
,

在其联合

作用下
,

表 1所得出的结论会发生变化吗 ? 就是说联合作用能否由表 1 中单项作用的结果进

行叠加呢 ? 为此
,

将几种系统误差同时加于象片坐标上进行平差计算
,

试验结果列 于 表 2

中
。

表中共有四组
:

第一组为主要影响平面坐标的两项系统误差 ( b
:

和 b
:
)

,

第二组为影响

高程的两项系统误差 (b
3

和 b
、 ;

)
,

第三组的 b
.

和 b
3

分别影响平面和高程
,

而最后一组包括对

平差结果无甚影响的 b
。 、

b
, 。
和 b

l : 。

表 2中还按误差传播定律由表 1 的数据求得相应的计算

值以资比较
。

从表 2 看出
,

系统误差的联合作用
,

除开 T S值外
,

均可通过单项作用的叠加而求得
。

因此
,

表 1 的结果可用来研究系统误差的任意组合对平差结果的影响
。

( 3 ) 系统误差对平差结果影响作用的解析表达式

系统误差对平差结果的影响可以用解析式表示
。

由间接观测平差知
,

对于

V 二

X 二

V =

A X 一 L

( A T PA )
一 ’

A
T P L

( A ( A
T P A )

一 `
A

T P 一 I ) L 二 一 ( I 一 K ) L
( 1 4 )

、!11、

l
夕

其中 K = A ( A
T PA )

一 ’
A

T P

当用不带偶然误差的模拟数据时
,

若加入的真系统误差向量为
。 。 ,

则它对女和 v 的影响

X
s

和 V s
可由下式求出

:

X
s 二 ( A T p A )

一 ’
A T p e s

V
S 二 一 ( 1 一 K ) e 。 } ( 1 5 )

在我们表 1

数均为零后代入

进行的试验中
, e 。

( 8
`
) 式求得的

,

向量是在假定的某个附加参数 (b : ) 为 20 微米
,

其余参

即
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0 、

e s; = A
3

1 瓦 卜A
3
B

。

( 1 6 )

从这里可以证明系统误差作用的叠加性
。

设 b . 和 b j
为两类不同系统误差

,

于是有

( A T P A )
一 ’

A I P e s

( A
T P A )

一 I A T P e s

一一一一SS

<X八X

而在 b ,和 b ,联合作用时
,

e , 一 s = A
3
( B . + B , ) = + e s ,

x 5 . , 二 ( A T p A )
一 I A

T
p e s , ,

= ( A
T p A )

一 ’
A T p ( e

s 。 + e s ,
)

一 x s , + x 5 1

证毕

对于残差 V 也同此证明
。

( 1 5 ) 式表明
,

系统误差向量
e :

对平差结果的影响取决于设计矩阵A 和权矩阵 P
,

而设

计矩阵 A 则由区域网的几何条件所决定
。

这些条件包括重叠度
,

航线飞行方向
、

象点数及其

分布
、

控制点数及其分布
、

区域网的大小和形状 以及地形起伏等等
。

( 1 5 ) 的解析式不能为我们提供 X :

和 V
s

的具体大小和特点
,

所 以只能用本文这样的模

拟计算法来描述系统误差对平差结果的影响作用
。

此时所取的区域 几何条件应与实际作业中

采 用的相一致
。

由线性代数得知
,

对于 ( 1 5 ) 式之第二式
,

如果 e :

向量恰为幕等矩阵 K的 入= 1 之特征

向量
,

则 v
。 = 0 ,

就是说
,

此种系统误差对残差向量 v 不产生任何影响
,

因而对单位权中谋

差和 T S值也不产生影响
。

根据 G r如 的证明 [ 7 〕
,

此时用 自由附加参数来改正这种系统误差

时
,

附加参数得不到唯一非零解
。

在我们表 1 的试验结果中
,

虽然未出现某类系统误差使 V
。

为零的情况
,

但也可找出
,

b
` 、

b
。 、

b
?

和 b
。

对残差 V 的影响很小
。

因此至少可以说
,

这 四类系统误差在所研究的区域

网中是不易测准的 (这与相关分析的结果完全一致 )
。

为了解系统误差的作用随设计矩阵 A 而变化
,

我们将图 2 中的控制改为 1
, 2 ,

4
,

9
,

12
,

17
,

20
,

25
,

27
,

28 点全为平高控制点后进行同表 1 一样的平差计算
,

得到结果列

于表 3
。



第 2期 在光束法区域网平差中正交附加参数组的建立及各类系统误差对平差结果的影响

。

众只以姗拟Nl|。T
价

兴只以姗拟6|卜
仇

兴彭只划姗拟

叭
ǎ奥烈暇仰à眨毋咨欲g任翎降淇概米禅喇端然铸博拼

口

9IT
S懈

门坦目



4 4 武 汉 测 绘 学 院 学 报 18 9 1年

将表 3与表 1相比较
,

可 以看出
:

( i ) 随着控制点数的增加使设计矩阵 A发生变化后
,

各单项系统误差对平差结果的作

用有些发生变化
,

而有些则基本不变
。

发生变化的系统误差参数为 b
, 、

b
: 、

b
。

和 b
: 。

i( i) 这四种系统误差所发生 的变化在上文中已经基本上被预计出来
。

平面周边布点将

使 b
,

和 b
:

对平面坐标的影响显著减小 ( 。 x y

分另IJ由2 5
.

3 o m 和 2 7
.

5 o m 降为 1 3
.

7 o m 和 9
.

3 ; m )
。

但必须指出
,

表 3 显示出在此时它们对高程的影响增大了 ( 俘
二

分 另lj 由 8
.

1 和 6
.

l o m 增加到

2 4
.

2 和 1 0
.

7卜m ) 缩小高程控制点间距减小了 b
。

和 b
s

对高程的影响 (协
z

分别由 1 0
.

7和 45
.

7“ m

减小到 3
.

3和 15
.

5卜m )
,

而且对平面无甚影响
。

通过表 3 及表 1
,

我们可 以得出这样的结论
:

在 20 %旁向重叠的单区域网中
,

平面控制

周边布点和高程控制按一定间距布成锁形对于顾及系统误差的影响是有利的
。

而这种布点正

是目前采用得最广泛的布点方案
。

ii( i) 还必须指出的是在密集控制下
,

瓦
、

瓦
、

瓦 这三类系统误差在残差中的反映 仍

很小
,

但 b
。
在残差中反映得较明显了

。

所以在按一定间距布设高程点时
,

b
:

的可测定性改善

了
,

而其它三个测不准参数仍测不准
。

所以在许多人的试验中 b
4 、

b
。
和 b

,

这三个参数往 往

被易怯
,

( 三 ) 小 结

对以上的试验研究作如下的小结
:

( i) 在 自检校平差中建立正交参数组的方法是从 0 次项
、

一次项
、

二次项中除去与定

向未知数完全相关的部分
,

然后再对
x ’ 、

y
Z

和 x ` 、
y

`

作适当的变化
,

从而得到理想情况下

的完全正交附加参数组
。

.

( ii ) 表 1 以及图 3
、

图 4 所揭示的单项系统误差对平差结果的影响对于认识系统误差

的用作规律
、

估计自检校平差补偿系统误差效果
、

分析附加参数与其它未知数的相 关 问 题

(见仁8 刀 和附加参数的合理选择有一定普遍意义
。

一

( iii ) 从有效地补偿系统误差出发
,

区域网加密时采用平面周边布点
、

高程按一定间距

布成锁形是合适的
。
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