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〔提要〕 在等高线地形图上量算面积 的方法 已有五种之多
，
在 文献 〔 �〕中曾着

重在繁 简方面对各种方法作 了详细 的 比较
，
但 未指 出各种方法的内在联 系

，
也没有

比较各种方法所得结果在怎样的程度上逼近表 面的真实面 积
。

本文首先由面积 的基本公式和近似计算的原理
，
指 出各种 方法的来源和其间的

相 互关系
，
韭导 出了这些方法所算得数值之间的不等式

，
同时又在逼近真实面 积 的程

度上比较 了各种方法的优劣
。

接着用初等方法
，
研 究 了各种渐近值对怎样的表面才

趋于真实面积
，
从 而使其在实际应 用时

，
能据此选 出最合理的计算公式

。

其次
，
利用证 明上述问题的方法

，
提 出了简化计算的图解法

。
使精确性最高但

计算繁难的华罗庚
、

王 元方法变得简易可行
。

最后
，
根据同样的原理提 出了一组新的公式

，
亚与原公式相 比

，
证明 了新方法

具有同等的精确性
，
而且省略 了在地形图上量测 面积的过程

，
因此在没有求积仪的

情况下
，
就显示 出了新方法的实用价值

。

计算面积的两个基本公式

�
、

直回台
、

直圈锥的侧面积

设直圆台上
、

下二底之周长和半径分别为 ��
，
�� 和 �，， �， ，

又斜高 �即母线之长 �为

�
，
则其侧面积为

�

�� 令 ��
， � ���

一

� ���

设 �为圆台的高
，
则有

� � 侧�
“ � ��

其中 �� �� 一 ��

将上式代入���

令
�

式得
� �� 专��

， ����侧 。 � � ��

� ��，�

则得侧面积的另一表达式
�

� “ 专��
， � ����

�� 音��
� � ����

�� 了 � “ � ��

即侧面的坡度
。

其倾斜率则为
�

���

又设 甲为母线与底面之夹角
，
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� �
��甲� 万 二 �不

�

� �

以 �� �
�

��印代入 ���中
，
则有

�二 �
����甲

式中 �为圆台二底面积之差
，
亦即侧面在底上的投

影面积
，
而 �的几何意义是一直 圆 柱 的 侧面积

，

其底等于圆台的中截面
，
而其高与圆台 的 高 相 同

�如图 ��
。

仿照文献 〔 �〕 ，
称此直圆柱为圆台的

“
中间直立隔板

” �简称直立隔板�
。

当上底为尖点时
，
直圆台变为直圆锥

，
所以公

式���—���对直圆锥也完全适用
。

�
、 �

斜面图形之面积裹达式

设二平面图形的倾斜角为甲，
且知其水平投影的

面积为 � �如图 ��
，
则 �与原图形之面 积 �有 下

述关系

���

���

图 �

�� �
����甲

即斜面图形的面积 �仍可由 ���式计算
。

呆作一直立平面
，
使其平行于斜面与水平面的交线

，
若原图形在此直立面上的投影为�

则有

�� �
·���

�于
一 甲
卜�

·���甲

、 艺 �

由此又得了 �乙 十 �“ � �
，
即斜面图形 的 面

积也可用���式计算
。

同样称 �为斜面图形

直立隔板的面积
，
特别是当斜面图形为一梯

形
，
且上

、

下底平行于水平 面 时
，
其 水 平

投影和直立隔板皆为梯形
，
其面 积 仍 可 用

��
’
�式表示 �如图 ��

。

综合上述
，
斜面图形的面积和直圆台

、

直圆锥的侧面积都有两种算法
�
�� 根据 水

平投影和坡度的大小按公式 ���计算
，
��

利用水平投影和直立隔板的面积按公式���

计算
。

下面就利用此二法导出表面积的各种

渐近公式
。

图 �

二
、

各种方法的来源和其间的关系

为了便于看出各种方法彼此之间的联系
，
首先介绍精度最高的方法

，
然后逐步简化而得

出其他方法
。
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�
、

分块计算法—华罗庚
、

王元法之�

这种方法的想思是
�

先用等高线��
���� 二 �， �

， …�� 和辐射线�� ，���� �
， �，…� 一 ��

将地形图分成� � �
个小块 ��

， � �如图 ��
，
并将这些小块表面积 ��

， ， �如图��近似的看

成斜面梯形
，

而以公式���计算
，
然后相加

，
即得整个表面积 �的渐近值 。 � �

�二

砂 蕙馨扣
，，�

几
�

���

一 月一
、

一 一 、
���奋奋�曰

创沪

‘��
一‘�

一 一 一

理今
，
�

图 � 图 �

式中 � �， �� 专 ��，
， ，� �，� �， ��

·△�为小块 �。 ， �上直立隔板的面 积
。

而 ��
， � ，

�，� �， ，分 别

表示等高线��
��

，
��什

�
�被二辐射线�� ��

，
�� �� ��所截的线段长度

，
又 △�表示相邻等高线的

高程差
。

其次以梯形的倾斜角作为 ��
， �上的近似坡度

，
则由 ���式得

�

‘

— � � ， �

��甲盛， �� �
�

一
� �， �

再接公式 ���
，
又得

�

�
� 一 � �一 � —�二 � � � 习 习 ��

， ，一��� 甲。 ， �

�� � �� �

因 ��
， ，与 ��

十 � ， ，相差甚小
，
故为简便计

，
取 � ‘ ， �� ��

， ，�△�为直立隔板的面积
应有

�

及

�侣 。 �一

葱馨斌
‘，， ，� ·，，

协 一 生 �一 �

�二� � � 习 习 �，， �����甲，， �

盛� � �� �

式中倾斜角 甲�， ，的确定式为
�

� � ， 奋

��甲�， �� 丁
��

� �一 于

���

���

则相

��
尸

�

��
尹

�

��
尹

�

上述公式��
尸

�即华罗庚
、

王元在文献 〔 �〕中提出的方法
。
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�
、

分区计算法 一华罗庚
、

王元法之二

将��� �与 ‘” �十 �
�之间的各小块合并为一区�� 二

忍
�一 � ‘见图 ” ’ �

皿� �
一

以 � � 习
� �，

扭� �

� 一 �

和 �， “
恩

“ 一 �
为其直立隔板的面积

，

并按式���计算此区上的表面积
，

然后相加即得一

组新的渐近公式
�

�

蔚
， 二

馨扣
��瓦

和
�澎 � �

式 ��
‘
� 即华罗庚

、

王元在文献 〔

又若在 � �中
，
按各小块 �。 ，

并作为 � �近似的倾斜率
，
即有

�

一

属斌
” ” ‘ “ 誉

�� �

��
尸

�

�〕中新提出的另一方法
。

� ��
， ， ， …�卜 �， ，的大小求出其倾斜率的加权平均值

一旦�
一一

一
� � �

��印�� 习
诬� �

��
，

� �
�曳、 、
、 �

�
�

�
��印�� 习 卫城’

�� � �� 石

，�甲�一

蕙�智�
，�。 ，， �

茵旦六些
二

牛

�� �

��
产

�

因此 ��� 与 ��
’
�式又可写为

�

�“ “ ， 二

恩
� ，’ ��� 甲，

�“ 仃 ， “

凰
� ，’ ���甲，

��� �

���
’

�

�
、
分层计算法—鲍曼 �����肠�

�

法

同上节的想法一样
，

将�】
。
�与��

，十 ，
�之间的各小块合并为一层 �，�

习 ��
， ��如图�

，
��

�� �

并对各层近似的看成圆台
，

而用 ���式算其侧面积
，
最后相加

，
即得渐近公式

�

��几
二

暮扮
�
诀 ��� �

式中 �。 � 专��
� 十 �，

十 �
�

�△�，

即鲍曼提出的计算公式
。

�� � �，
， 、 ·△�代替 �， ，

则又得
�

�二 �， �

���斌
�����

华罗庚
、

王元在文献 〔 �〕 中 建 议 用

���
’

�

口� �

由于 ’ 。 “

溉
’ ‘
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故有
�

� � �

���� 习
� �，

�� �

�� � 习 � �，

�� �

在各层中按各小块的大小用加权平均值
，
求出各层近似的倾斜率

�

�，��以����，�����时����这
一�一�

一一

� 牛子��
� ，
八

‘

一
“ 名与 几币 一 ，�

�� 甲曰
�二 。 � � 皿 �

公 二导
��

�� � � 井

一

馨�货冲
， ，�

馨铆
�

会

������劝
�

认叩
��

几�‘干‘

由此可将 ���� 与���
‘
�式变为

�

�
� � 立

�二 。 ， 一

属

� � �

�一��� 劝
，

�” �一 �

属
�，’ ���小

，

�
、

整体计算法—伏尔科夫 ���涯����法

‘

最简便的计算方法是将整个表面当成直圆锥
，
并按���

，
���式求其近似 值

� 一 �

�� 习 �。
作为底面积

�
� 一 �

�
而 以 � 二 习 �，

或� �

二� �

� � �

习
注� �

��
为直立隔板的面积

，
故有

” ”
���’ �

了
�� �

砂

�二�， �

了
�� � �

�

��� �

���
尸

�

由���式定出整体的平均倾斜率

，

一 ��
二

�
�� 甲 � 、丙�个目 ‘� 甲 � 石

�

� �

则可将����
，
���

尸

�式变为
�

�澎 � 万 � �
’ ��� 甲

�澎 �了 � �
’ ���甲

���

���
尹

� � � � 一 �

因 � � 艺 �‘ � 艺 ��
。 △�，

故���，�式即伏尔科夫提出的计算公式
。

�� � �� �

除上述四种方法外
，
还有按坡度分区的计算法 �参阅文献仁���

，
由于此种分区法与上

述各法原则上的不同
，
故不再论及

。

综合上述四种方法
，
可知其间相互关系如下图表

�
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合拼各双

各
“ ‘，�” ‘

影分
�

翼会今
” ，二含�

几 二
暮蔺万

蛇受方法

今一

翼民
“ ‘ 、

氖
“ ‘二日

各
��二�

昙含匆�
‘ �
令，

娇双合讲

凳翼�、
� 。

翼琴
�‘，二。

二二二二一三‘ 一 合讲
�

备块址二二一二一

另共夸如
“ ’

今‘

‘ ， � 厉不厄
�

伏栩甘城
�，� � ，。 �甲

合讲各区

翼
“、鸡

井争

名
“沙

二

今

六厂今专

‘ 一

嘉厉
，
可

毕联汪毛科

将压合讲

‘ �

君���
“ ‘
哈

荞份
”
嘉食子

器鲁令”
二

令，

三
、

各种渐近值在数值大小上的比较

、
已有结果的简述

在地形图上以制高点为极 �原点�引进极坐标
，
设高为

�
的等高线方程为

�� �
‘
��

， ��

式中 �蕊���二

利用在极坐标中的面积公式和中值定理
，
则有

�

��
， �

一
����

，。��
一

翌叫�旦位
�△。 �△�

�� 注
����

式中△。 一
弩

， ’ △一食一
△
���

�、 “、 万· � ，
一 。 沁

，一

又由弧长公式和中值定理得
�

�△���△
今‘、、�夕�� �一 ，侣 � �，

二

了
���� ， ，。�� ������ �

，
�下�

加梦
����

式中 �，提�了《 ��
十 � 。

再根据积分理论
，

���
�
胡、 �口 � �

色���

��� �
二 劫” �� �

“

入，一，�

以���
、

���

△�一�� �

△�一�
���

△�峥�仃�
� 一

一 �

���
、
����和����式分别得出 �参阅文献 〔 �〕�

��
一

����
’

了�
�

·

霏�
“ � �“ �

�斋�
‘
�“�·

����

��
�

��
‘

了���
�

架
�
·

�
“ ·

�丁�了�峨哥不
�

�
��”

����
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���

�� 二

会�二�
叮�

�
� △�
△�

��

一尹

冲�
���

�

��斌���
‘
�

霏
�·

�
‘ �

���
“

丫百万�
一

丈黝
丁��
�
�
�·

����

���

�丁 二 △。，�

�，
一

�

���
�‘ 一

会�二�
“ ， � 了���

’
�。
��
�

契
��

�
� �

���
��

��
’

了八次不万
一

����
� � � � � 妇

， 、
甘 � 护 “� ， 、 ���

由曲面的面积公式可知 �， 二 �
。

在文献 〔 �〕中 ，
华罗庚和王元曾引入一个复变函数

，
并利用积分理论证明了两组不等式

�

�丁 《 �，��� � � �� 镇��成�
� � � ����

但由此不能得出各渐近公式之间相应的不等式
。

为此
，
本文先用初等方法对各渐近公式作一

比较
，
然后利用简单的极限观念得出包含上述结果的一些结论

，
兹先证以下引理

。

�
、

一 个 引 理

设 �。 ， ��， … … �
。 一 ，， �。 ， �，， ，’’ … �。 一 �

是任意两组正实数
，
则恒有

�

了�落�
�‘

�
‘ ·

�蕙
��

�
� 、
斌丫

�专� �专
����

其等号成立的充要条件是
�

』卫‘ � 卫生
� � … … 二 旦，丝 � �

�� �一 �
二

一

� 一 � � 一 �

证 作直角三角形 ���
，
使二直角边��� 习 �，， ��二

习 �， ，

则斜边

习 �，�
’ ‘女口图 �’�‘、‘、、

�

�‘

、矛���� �

了�习 � 。

�����
���声‘‘ 一

���一卫鱿目目

徐徐

夕夕夕夕
山山干干

白白白白����奋奋
尸尸‘‘ ��������

今在 ��上 截 取 ��� 二 �。 ， ���� �

� �， · ， ·

… � �一
��

。 一 ， � �
二 一 ，，

贝���
二 一 �

��

� �
�

一
�

令�
。
三�

，
�

二

三�
，
则在�

，��十 ，
于�

�
��� �

，

�
， · ·

一
� 一 ��

。

又在 ��上
，
截取 ��

� � �。 ，
�

�
�

� �

� �， ，… … ，
�

。 一 �

�
。 一 � 二 �

， 一 � 。

则�一
，
� �

万�
， 一 �”

令 �
。
壬�

，
�

，

三�
，
则有 �

�
�

，� ， � �，���

�
，
��

· ·

… � 一 ��
。

再过 �， ，
�。
分别作平行于另一直角边的直线

，
设此二直线的交点为 � 。 ��二 �

，�
，
�

，

… … ， � 一 �， ��
，
但 � 。

三�
， �

。

三�
。

顺次连接各点 � 。 ，
�，，

��， … …�一 、 ，
�

二 ，
则有�

，�， 、 ， � 侧�澄� �晋
，

故折 线 ��，��

一
“ ，
一�的长应为

暮了
��十 ��这显然不比连接两端点的线段之 、
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�� �

斌�暮
�王

�
“ 十

�属
��

�
“
还小

，
故不等式 ����确实成立

。

当折线 ��
�

��… …�。 一 ，
�各段的方向完全相同时

，
其长才等于连结两端线段的长

。

然而

折线的各段 � �� ，� �

倾斜角的正切恰为 ����
， ，
故不等式 ���� 中等号成立的充要条件是

�

�。 � �� �
� �

…
，

如卫
�� �� �

。 一 �

�
、

各种计算公式的比较

利用上述引理
，
即得

�

斌
�，�诀﹄习﹃成丫

�� �
手

斌
���诀

一

丫�葱
��

门馨
万

�

�
�

�

��置
��

， �

�
’ ·

�暮瓦
， ，

�
“
成

暮了
�，， ，·

公
，

故有不等式
�

����

同理有
�

� 万 提 � � � � �

叮丁 � �一 蕊 � �

叮 � 蕊 � �蕊 � � ， �万簇��镇� �

���
户

�

����

在上述不等式中
，
当等高线分布趋于密集且辐射线无限加密时

，
则分别变为����式电的

两个不等式
。

�

�

应该指出
，
仅从不等式����无法断定渐近值�万 比 叮 �

， 仃 �和 仃 �都小
，
然 而 仃万的极

限却小于 � �
， 。 �和 � �的极限

·

这只要对直圆锥计算其值即知
�

� 二 � � ， 二 �
� �

所算出的值一定比按伏尔科夫公式 ���
尹

������
�丁 � � 万 � �

因此
，
不能毫无限制的认为

，
由鲍曼公式

所算出的值要大
。

四
、

应用公式的选择依据

计算表面积的方法既然不止一种
，
公式的合理选择就应由算值的精确性和算法的简易性

来加以判断和决定
。

为此有必要先研究各种方法的精确度
。

�
、

渐近公式趋于真实面积的条件
�

从引理的证明方法
，
先将不等 式 仃� 成 仃� � � �用图形表示出来 �如图 ��

’ ，
即以线

段 。 �表 示 。 ， ，
而以折线 � 。�，… …�。 一 ��

�

表 示 。 � �其中 � 。
兰�， �。 � ��

，

又以 折线
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�

�
夕必迎

一尺玄
。 ��’�训今

一 � �� 一 只闪二
及

。 �

徉且一
。

�黔
�

一一
门亘二二二二二二二飞巫沪

鑫彝华

� 。 ， 。 �。 ， �… …� 。 ， 。 一 ��，， 。 … …�，， 。 … …��，， 一 ，�，� �
一 ， 。 … …�一 ， ， 。 … …�一 �，� 一 ，

�
。 ， 。
表示

� � �其中 �，， 。
三�

。
�

，
利用这样的表示

，

可以证明以下五个定理
。

定 理 �
�

�万 � ��的充要条件是
，
曲面在各等高线上的平均坡度恒等于整个表面

的平均坡度
。

证 因 �丁 为线段 ���
·

所趋极 限
，
��为折线 ���

· ，
一

，
�一

��
。

所趋极限
。

但线段

�。�
。

与折线 � 。��， …�� 一 ，�
。

趋于相同的极限
，
因此

，
必需折线中各段 �，��� ，

��攀 。 ，
卜 二

� 一 �� 的方向与线段 � 。
�

。

的方向趋于相同的极限
。

�

琴因����� �

之方向表示第 �层上近似的平均倾斜率
，
而 ��

�� 之方向表示整个表面 之

平均倾斜率的近似值
。

因此
，
它们有相同的极限

，
这就是各等高线上之平均倾斜率与整个表

面之平均倾斜率相同
，
故定理得证

。

推论 当曲面在每一辐射线上的各点有相同的坡度 �即锥形曲面�时
，
必有

�刃 � ��

定理 �
·

�� 二

�� 的充要条件是
，

曲面在每一等高线上的各点处有相同的坡度
。

证 因 ��是折线 �。 ， 。� 。 ， ，， … ，� ‘ ， 。 ，… ， � 。 ，� 一 ，�卜
， ， 。 ， … ，

�一
， ， 。 一 ，，

�
� ， 。
所

趋的极限
，

扔 � 二 �� 就是该折线与前一折线 � 。 ，
� 、 …�·

趋于相同的极限
。

显然
，
此二折线有相同极限的充要条件是

，
每一部分折线 ��， 。�。 ， ，… … ��， 。 一 ���十 �， 。

与线段 ����十 �

皆有相同的极限 ��� �
， �， … ， � 一 ��

。

同定理 �的证明一样
，

可以断定其充要条件是
，
每一线段 ��， ��，， ，， ，

的方向与�
，��� ，

的方向趋于相同的极限 ��� �， … ，
� 一 ��

。

但 �，� ‘ 十 ，
的方向所趋的极限是某 一 等 高 线
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���� 上的平均倾斜率
，
而 �，， ，， ��， ，十 �

的方向是代表 �，， ，上的近似平均倾斜率
，
故其极

限必为 ����
，

上某一点的倾斜率
。

由此可知
，
每一线段 ��， ，�，， �� ， ��二 �

，
�
， … ，

� 一 ��与 �，��� �

豹方向趋于相同的

极限
，
即等高线 ����上各点的倾斜率恒等于此等高线上之平均倾斜率

。

故定理得证
。

定理 �
�

�了 二 ��的充要条件是
，

曲面在各点处的坡度恒为相等
。

证 因 �万 � ��等价于 �万 � �� � ��
。

根据定理 �可知
，

�� � � �的充要条件是
，
每一等高线上各点的坡度恒为相同

，
因而

其平均坡度即为各点处的坡度
。

又由定理 �得 知
， �� 二 ��的充要条件是

，
各等高线上的平均坡度彼此相等

。

联合此二结论
，
定理即得证明

。

以完全同样方法可以证明以下二定理
。

定理 �
�

�� 二 ��的充要条件是
，
曲面在每一辐射线上的各点处有相同的坡度

。

即华罗庚
、

王元的两种方法趋于相同极限的充要条件是表面为锥形曲面
。

定理 �
�

�万 二 ��的充要条件是
，
曲面在各辐射线上的平均坡度恒为常数

。

因 �� 二 �，
故定理 �— �分别给出了各种方法趋于真实面积的条件

。

而定理 �
，
�

又给出了伏尔科夫法在某种条件下有较好的结果
。

因此可按下述办法选择合理的计算公式
。

�
、

选择公式的依据

�� 当曲面在各点处的坡度均大致相同时 �如坡度较小的丘陵地带
，
或呈圆锥形和等角

棱锥形的高山�
，
使用伏尔科夫方法即可

。

这既能趋于真实面积
，
又可计算最为简便

。

其他

较繁方法此处没有采取的必要
。

��仅当二相邻等高线间的坡度变化不大时
，
即高程相等之处坡度大致相同 �如球状或

旋转体形的高山�地区
，
则采用鲍曼方法最好

。

这与方法�
�

均趋于真实面积
，
但比方法�

。

更较简便
。

如果在精度要求不高的情况下
，
也可用伏尔科夫方法

，
它虽不如鲍曼方法精确

，
但

与方法 �
。

趋于相同的极限
，
且计算亦最简便

。

��仅当二相邻辐射线间的坡度变化不大时
，
即辐射线上各点的坡度大致相同 �如棱锥

形的山区�地区
，
最好采用方法 �

�

它与方法 �
�

皆趋于真实面积
，
但却 比方法 �

�

简便很

多
。

如果在精度要求不高的情况下
，
亦可用伏尔科夫方法

，
它虽不如方法 �的精确

，
但却与

鲍曼方法趋于相同的极限
，
且计算也是最为简便

。

�� 当曲面在各等高线和各辐射线上的坡度均变化很大时
，
即山坡各地的起伏皆不匀称

之处
，
这时应不伯麻烦

，
而采用方法 �来计算

，
否则误差将会很大

。

五
、

图解法的简化计算

由以上分析可知
�

当各处的坡度变化无常时
，
只能采用很繁的方法 �，

才能使其误差按

小
，
然而这类地形却最为普遍

。

因此简化方法 �的计算过程就有较大的实际意义
，
为此

，
本

文针对方法 �的困难所在进行分析
，
以便改进

，
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一 ’ �

在文献 〔 �〕中，
曾对各种方法的繁简程度作了详细的比较

，
从多方面说明了方法 �最为

简便
。

但是在方法 �和 �中
，
除了在地形图上量算各小块 �或各层

、

各区�的面积和其上直

立隔板的面积比在方法 �中量算地区总面积和其平均坡度要复杂
、

繁琪以外
，

前 者 还 有 一

个主要困难
，
即多次施行

�

“
平方和的平方根

”
的繁难运算

。

为了简化起见
，
可 以利用上节证明

定理的图解方法
，
将这些繁难运算简单地归结为

，
用曲线计或有刻度的直尺去度量一条折线

的长度
。

其具体步骤如下
�

�，� 取直角坐标系 �用方格坐标纸最为方便�
，
并按下表计算各顶点的坐标

。

顶点坐标计算表

一
注

�

表中的从 �分别代表各层的水平
、

直立面积
，

即��二 艺 ��
， ，

�� �
�一 �

习 � �， �

� � �
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��从原点开始
，

顺次连结各点�
�， ��， ……

� 。 。

��量出折线��
，��… …�， 。

的长
，
即得所求之渐近值

‘

亦即 仃 � 二 折线��
，���

·

�
���之长 �参阅图 ��

同理 “ 耳 “ 折线��
��。 �

��
，。
一�� 之长

，
类似地可以表 示 渐 近 值

勺 的折线
。

伏尔科夫方法由于计算简便
，
故无

必要利用这种图解法
。

顺便指出
，
在实

际应用图解法时
，
可不必计算出所有顶

点�
�

的坐标
。 � � ，�、 。

因为只要在
� 轴

上依次截取长度等于 �。 ， 。 �。 ，

���
·

… ，

�。 ，， 一 � ，
�， ， 。 … …�� ， 。 一 � ，

��
， 。 ， … … ，

�
二 一 ，，� 一 ，

的线段
，
则其端点就分别与各

顶点�
�， ��… …�。 。

有相同的横坐标
，

同理在 �轴上依次截取长度等于 � 。 ， 。 ，

� � 一 �
‘ ’

“ ” ，� � ，� 一 � 一 � �， � 一 ” ’ ‘ ” ，� � ， � 一 �，

�� ， 。 ，… … � 二 一 ， ， 二 一 ，
的线段

，
则其端点

图 �

就分别与各顶点�
�，

��， … … ，
�

� 。
有相同的纵坐标

。

因此就以量算的数据�
，， �， � ，， ，直接

作出所求的折线��禹
� 一 �

��
二 。

六
、

另一组渐近公式

在各种计算表面积的方法中
，

除了要量出等高线之长外
，
还需量出地形图上 各块 的 面

积
。

为了统一起见
，
即只用长度表示出所欲计算的表面积

，
从而使得在无求积仪的条件下

，

同样可以算出表面积
，
则可利用下述公式

�

� 一 � �一 �

�带 �

恿恩召 ‘，�， ，· “ �， ，’ � � �，�， �·△�，‘ “

魁恩
‘川了石考

， �� △�‘ “ 仃 � ��� �

式中 ��
， �是由 ���

� �
� 与 ��，� 之交点�到 ��

�
�的最短距离 �如图 ��

。

显然
，
这个新的

公式是在 � �中
，
以 �，， �“ �，， ，·

�，， �
代换后而得出的

，
同理在 � �中 以 ��

， �“ 专���
， ��

� ��
� ，， ，�

·
��， �代换后则得

�

�

性
二

又若在第 �

公 � � �� �

总 习 于��
�， �� �‘

十 ， ， ，�侧
�二 �

� � ， � �� �

斜 � � ���
产
�

层 �，
中

，
按等高线各段之长求出各 ��

， �的加权平均值 �， ，
即

“ � 一

气尹
· “ �， 。 �

抢尹
“ 呈， � �… … 十

扮
· 。 �，二 一 � 一

馨工粉
”川

在 。 �中以 � ‘ 二��
· 。 �代换后

，
即得

�

飞
� 习 ��了己誉� △�� 侣 � � ��� �

“
�与 ，�飞的关系由下式可以看出

�
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︸习间一一
�

� 斌�淤
�， ，· 。 �， �

�
“ ·

�属
，�， �

·△�
�

“

同理
，
在 � � 中以 ��澎一 ��� ��。

� �
�

·
��代换后

，
则得

� 一 �

�

恿专 ‘，， 十 ‘，· ‘ ’训 “专十 △� 澎 � � ���夕��百﹄一�

� 一 �

类似的还可得出 吩
一

人习 �����
� �

��落�
，�

�
·
��」

’
� ·，

����
�� �

这组公式与原来相应的公式具有相同的精确性
，
即均趋于同一极限

，
证明如下

�

设 ��是由 � 到 ����的最短距离
，
则线段 ��垂直于��

��
，
现以制高点��

，
�为 中心

，
以

��
二

�到 � 的距离为半径画圆
，
若此圆交 �� �十 �

�于 � 点 �如图 ��
，
则有

��
�

�

�气� � � 李刁二

��

��

��

但 �� � �，， ��一 ��� ‘ ，
�，�一 ��� 。 � ，，。 ，�� 一

�

亚婆�
函

必�
�� △�

�� �

� ��� ��
�，
�，
�

�△�

丁
��� �

�，
丫
���� ，十 � ，。��「亚丝共 �

卫�〕
� �� 口

�

一

��

�
，
��

尸
�

丫���� �� 。 ，���
�

尸巫彩
过」

� · △”

其中
�

凸� � 凸� �—�
‘ 。

�万
�人� 二—�

� �簇��簇� ，� � ��������
� �

故得
一 ��� �� �，

�
�����

，
�，�

���

。 △�
��一 ，

了 」
�

侣

—
�“
�� �� �，

����

将此式代入

���

����一����式中
，
并求极限

，
则得

�

��月‘ 一卜 �

万飞

���
仓 �

月

宁 �

么 � 于 �

� ，
�

，
�兀

』

—一
·

飞
“

�
。
�
。
斌
�� �

�
�

·

器�
‘
�

�器�
‘

�” ·
�一 �

��� ���
�

带︸�△ �
△ �
创
�口 �

�
� � �

△ �

一
�

�
争 �

�
’

�
� � “

�
�����

’
�

·

霏
�。
�

“ ·

���
”

训
�� ·

�霏�
‘ �。
�
� ·

�一 �，

���

八 �

八 日

今 �

�

今 �

�
�

火赚
’
�

·

沙���
�

�� 门����
”

训石爪瓢
一

���·

�
“ 二 �，牵万︸

�
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图 �

��， �

式中得
�

这就证明新的公式与原来相应的公式趋于相

同的极限
，
而且

�

对一些特殊类型曲面的渐近值也

可能是相同的
。

现举出如下二例
�

例 � 利用新
、

旧两组公式计算半球或圆

锥之表面积
。

因半球与圆锥之等高线皆为 同 心 圆 �如 图

��
，
故有

��， �� △丫， � 丫一 丫�� �

�� 二 ��， �� △�，

但

代入

“ 专��
�， �� ��� � ， ��

�△丫� � ，二 专��
， � �，� �

�
·

��

馨
‘ �，�， �� ，，一 卜

了△丫凳十 △�� �馨馨斌��不而二
一

几

��
八��曰�����一口

同理代入 ����式中有
�

� �
� 习告��

� ��，� �
�

·

了
△，��△�� �

斌了可毕补
�

二 万�
等等

。

例 � 利用新
、

旧相应的公式计算任意角

锥之表面积
。

因角锥的等高线 都 是 相 似 的 多 角 形 �如

图 ��
，
若以各 棱 的 投 影 为 辐 射 线 ��，�

，

�二 �
，
�， �

， … … ，
� 一 �

，
则亦有

�

�匀，�

��
， ， “ 告

代入 ���式中

���
， �� ��

� ， ， ��
� 。 ，， ，

即得

亿
� ，

， 护，� ，‘ 沪

� � � 辛
� � 一 � �

又因
�一 �

�‘ � 万 �，， ，�
�一 �

习 李 ��
， ， ��

�� �

图 �

· ，�一 ， “ �， � 二 寺
�暮

’
�介

“ �， �·，， ·

斌工长毋
。 ，， �· ‘ ，· �

�

再由相似多角形对应边成比例
，
即有

��
， ，� ��

十 一 ，

�， ��
， �

故

将上式代入 ����

此二例表明
，

�� � 专��
，一

�， � ��
·

��
� ，
� � 专 ��， � �，

� �
�

一

�‘ 。

式
，
即得 。 � � 。

�
， �

一
，
等

对于球面
、

锥面和角锥的表面积
，
运用新

、

旧公式可得相同的结果
。
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门汉于

︸

学一院一学一兰铡一一
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