
自 检 校 光 束 法 区 域 网

平 差 中 的 验 后 权 估 计
*

李 德 仁

【提要1 严格的 自检校 光束法平差的数学模型中包否三类观 测值
,

即 象 片 坐

标
、

地 面控制点坐 标 (虚拟的 ) 和 附加参数测观值
。

正确地选择它们 的权才能保证

自检校平差有稳定
、

可 靠的结果
,

从而 有效地补 偿 系统误差的影响
。

本文探讨 用最小二乘法平差中的验后方差估计方 法 来估 求这三类观测 值的权
,

并甘试验结果进行 了分析
。

主要结论是 :

( i) 自检校光束法平 差中的验后方差估计有唯一收敛解
。

i( i) 在任何情况附加参数观测值方差的估值比较准确
。

但在确 定它的最佳权

时应适 当的考虑到偶 然误差的系统 累积作 用
。

i( ii ) 稀硫控制下 由于地面控制观测值的多余观测分量很 小
,

其权 不 可 能 估

准
,

但这不会影响平 差结 果只 有在密集腔 制下才有必要和可能精确地估计它 的权
。

自检校光束法平差是在平差中引入一组改正系统误差的附加参数
,

在解求其它未知数的

同时求出这些附加参数
,

以消除象片系统误差对平差结果的影响
。

根据作者在 《论自检校区

域网平差中的信噪比》 一文中的试验研究 〔1〕
,

将附加参数处理成自由未知数一般是不 适 宜

的
,

如果能按照信号 (系统误差 ) 与噪音 (偶然误差 ) 的大小合理地选择附加参数的权
,

就

可以有效地消除系统误差的影响而获得稳定可靠的精度改善
。

对于解析空中三角测量而言
,

观测值的偶然误差和系统误差的量值
,

在实际平差之前往

往不可能精确得知
,

这就为选择附加参数的权带来一定 困难
。

为了解决这个问题可 以在平差

中利用验后方差估计方法来确定各类观测值的权
。

一般平差 问题的验后方差估计方法已在文献仁2〕中作了介绍
,

用于独立模型法平差 的 结

果见文献 〔3〕
,

用于单象空间后方交会的结果见文献以 〕
,

对于它在自检校光束法平差中的应

用
,

除在仁5〕中曾提及过
,

尚未见到实际计算的结果
。

为此本文利用已知信号和噪音大 小 的

模拟象片数据
,

进行自检校光束法平差中验后权估计的试验研究
。

现将试验研究的结果介绍

于下
。

(一 ) 自检校光束法平差的数学模型

将地面控制点和改正系统误差的附加参数处理成带权观测值时
,

自检校光束法平差之误

差方程式为 (详见仁1」)
:

V
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式中 X
:

为外方位元素和地面坐标未知数的改正数向量
;

A
:,

为相应的误差方程式系数矩阵
,

L ,

为象点坐标的观测值向量
,

P
:

为象点坐标观测值的权矩阵 ;

X
:

为地面控制点坐标的改正数向量
,

A
、 :

为相应的系数矩阵 ;

L 。

为地面控制点坐标改正数的观测值向量
,

取控制点已知坐标作近似值 时 L :

为 零

向量
;

P :

为控制点坐标观测值的权矩阵 ;

X 。

为附加参数向量
;

A
: 3

为相应的系数矩阵
;

L
。

为附加参数的观测值向量
,

一般为零向量
,

只有当某个参数已预先测出时它才不

为零 ;

P
:

为附加参数的权矩阵 ,

I : 和 1 3

为相应阶的单位矩阵
。

其简写形式为
:

V = A X 一 L P ( 2 )

相应的法方程式为
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改正象片系统误差的附加参数取用 E bne
r 提出的一组正交附加参数

,

形式为
` :

( 4 )
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(二 ) 验后权估计

从 ( 1 ) 式看出
,

自检校光束法平差中进行验后权估计
,

所要估求的乃是象片坐标值
、

地面控制点坐标观测值和虚拟的附加参数观测值的权阵
,

即 P : 、
P :

和 P 。 。

在每一类观测值为等权互不相关的情况下 P ; = p ; I : ,

此时实际上只要估 求 p
, 、

p : 、
p 。

的值
。

根据文献 4[ 〕的分析宜取 F 6 sr t n e r 算法
。

其迭代公式为 (推导见附录 ) ;



武 汉 测 绘 学 院 学 报 8 2 9 1年

(i= 1, 2 , 3 )
( 6 )

r ; = n : 一 p : t r ( A ; Q A : T ) 二

式中 q ;
为第 i 组观测值的方差估值 ;

v ;
为第 i 组观测值的改正数向量

;

r ;

为第 i 组观测值的多余观测分量 ;

v
为迭代次数 ;

A
、

为第 i 组观测值在误差方程式系数阵中之相应子矩阵
,

即

A
; = ( A

、 : 八 : 2 八 l :
)

,

A : = ( 0 1。 0 )
,

A
3 = ( 0 0 1 3

)

n `
为第 i 组观测值个数

,

Q =
( A

T P A )
一 ` ,

为未知数的协因素阵
。

对于光束法平差之基本模型 ( 1 ) 式
,

有
:

r : = n : 一 p : t r ( Q
Z
) = n : 一 p

:

工 q
G 。

r 。 = n 3 一 p 。
t r (Q

3
) = n 3 一 p 3

习 q
p P } ( 7 )

式中 Q
:

和 Q
3

分别为 Q 阵中与控制点坐标改正数和附加参数相对应的子块矩阵
;

q。
。
和 q

, :

分别为 Q
:

和 Q
3

之主对角线元素
。

可以看出
,

计算
r :

和 r 3

只需求 出 Q 阵之相应对角元素
,

共
n : + n 3

个
,

计算量一般不

大
。

而计算 tr ( A
;
Q A百)再求

r 工 的工作量却是十分庞大的
,

但由文献 〔4〕中之分析 结 果
,

可

用下式间接求出
r , 。

r ; = r 一 r : 一 r 。 = n

一
: 一 r : 一 r 3

( 7
产
)

通常均假设 p
卫 = 1 ,

则

l〕
i = ( i = 2 ,

3 ) ( 8 )

由于计算是迭代的
,

故给出以下的收敛标准来判定是否终止迭代计算
。

l q
; , 十 1 一 q

; 二

l镇
。 ,

( 9 )

q i , + 1 一 q s ,

1

q i 、

毛跳 ( 9
尹
)

当各类观测值的精度相近时可用 ( 9 ) 式
,

而各类观测值的精度差异较大时用 (9
产
) 式

。

在 p ; = i 的假设下
,

终止迭代时 q
:

应与单位权方差估值
s
套相等

,

这可用作检核
。

( 三 ) 试验结果与分析

考虑到节省计算工作量
,

取一个典型的 3 又 4 大小的区域网
,

用模拟象片资料 进 行 试

验
。

该模 拟象片的 f = 15 0 毫米
, l : m = 1 : 3 1 6 0 0 ,

象幅为 2 3 x 2 3 厘米
“ ,

地面最大 起 伏

为 5 00 米
。

在无误差的模拟数据象片观测值中加入了 偶 然 误 差 ( 6
:

分 别 为 1
.

5 和 7
.

5 微

米 )
,

在地面控制点坐标模拟值上加入了偶然误差 ( 6
2 = 5 微米 )

。

同时又在象片坐 标 上

加入了系统误差 ( 6 : = 4
.

2微米 )
。
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偶然误差是利用了一组经过统计检验的正态伪随机数
,

象片系统误差则是按图 1 假设的

系统误差附加参数值
,

由各象点坐标通过 ( 5 ) 式求出后加到象片坐标上去
。

假设虚拟的附

加参数观测值为是期望零的等权观测值
,

则

。 3 =

了落
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.

假设的系统误差及相应的附加参数值
.
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图 2
.

△

试验用区域网

平高控制点

高程控制点

加密点

象主点

当区域 内为稀疏控制时 (见图 2 )
,

对于 6
工

为 7
。

5和 1
.

5 微米得到验后 方差

估计结果
,

分别列于表 1 和表 2 中
,

迭代计

算均从权初值为 1 出发
。

在此情况下地面

控制点坐标观测值为 16 个
,

附加参 数 为

12 个
,

采用上文 (二 ) 中介绍的方法
,

每

步迭代只要计算未知数协因素阵之相应的

2 8个对角元素
。

如果不利用 (7
产

) 式间接

求
: , ,

则 必须计算 1 68 阶的 Q
二 二

阵
。

显

而易见
,

这种计算量是太龙大了
。

而利用

(7 ` ) 式将大大节省计算量
。

从表 1 和表 2 中可得出结论
:

l ) 自检校光束法平差中从权初值均

为 上出发进行验后权估计
,

有收敛解
。

2 ) 从表 1
、

表 2 中看出
,

对附加参

数方差估计的结果比较准确
,

但对地面控

又口
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表 1 验后方差估计结果 (带附加参数光束法平差 )

余分多 量各观
估求之各组观测 值 的均方差

估 求之各组
观 值 权

平 差 结 果
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表 2 验后方差估计结果 ( 带附加参数光束法平差 )
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注
:

同表 1

制点坐标的方差估计得不准
。

3 ) 在稀疏控制下
,

控制点观测值的多余观测分量均在 0
.

53 以下
,

且控制点观测 值 权

的变化对平差结果影响甚微
。
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4) 最佳平差结果并不一定落在所估的最后结果上
。

下面对 2 )
、

4) 两点作进一步分析说 明
。

( 1) 各组方差估值的精度与各组多余观测分量
r .

有关
。

由 (6) 式出发
,

若忽略计算
r ;

的误差
,

则

2
o q 玉 = 丁

一

V 三a v 三

T i

由方差协方差传播定律
,

则有

( 1 0 )

笋
V `Q一

V ’

4 6凭
、 : , , 。 _ , 、 八

* 二
、 、 二

下) v i L r 五 -

一 八 `健几豆) V i

r 了
( 1 1 )

袱
,

=

粤歇v’f ( P : ` 一 A ;

QA 百) v
;

r 万

( 1 1
尹

)

可见
,

方差估值的方差随
r ; 之变小而增大

。

当 r :

太小时
,

估值 q
;

的精度是不高 的
。

在表 1 和表 2 中
,

地面坐标观测值共 1尸个
,

其多余观测分量
r :

< 0
.

6 ,

而在单片 9 点后 交

时
,

地面坐标观测值共 27 个
,

其多余观测分量为 8
.

5 左右
。

在这两种情况下
,

平均多 余 观

测分量 ( r ,
n/

;

) 分别为 < 0
.

04 和 0
.

31
。

所以表 1
、

表 2 中的 q :
估计不准而单象空 间后 交

中能够逐点地估求地面控制点方差〔 4〕
。

同样还可 与 表 1
、

表 2 中 的 q 3 相 比 较
。

由 表 知

r 3

/
n 。 = 0

.

4 2一 0
.

7 5 ,

所以 q 。
的精度就较好

。

由此可知
,

图 2 中的控制基本上为必要观测
。

所以设想在极限条件下
,

即 r : = 0 时
,

由

于没有多余观测
,

所以地面控制点上的残差向量将为零
,

此时就无法利用残差来估计该类观

测值的精度了
。

因此
,

当地面控制稀疏到多余观测很少时
,

实际上就不必要将它处理成带权

观测值
,

或者说将它处理成带不同权的观测值对平差结果不会有什么明显的影响
。

为了进一步证实以上的讨论
,

将图 2 中的控制点增加到点 1
,
2

,
4

,
9

,

12
,

17
,

20
,

2 5 ,

27
,

28 均为平高控制点
,

此时共有 30 个地面控制点坐标观测值
。

在此条件下进行验 后

方差估计
,

得到表 3 的结果
。

此时总多余观测为 5 4
。

将表 3 与表 2 对比可知

( j) 随着控制点增加
,

其相应的多余观测分量也增加 ( 由小于 1 增加 到 5
.

81 ~ 10
.

88 )
,

因而对控制点坐标观测值估计的方差也就比较准确
。

这完全证实了以上的分析
。

这表明在密

集控制下对控制点坐标的方差能够用验后方差估计法进行较准确的估计
。

i( i) 当控制点数增加后
,

不但对其方差估计得较准确
,

而且随着方差估计的结果
,

控

制点坐标平差值的精度也得以提高
。

也就是说
,

平差结果 与控制点观测值的权有关
。

所以可

以这样说
,

控制点坐标观测值的权
,

在密集控制下必要而且可能估计准确
,

而在稀疏控制下

不可能而且也不必要估准
。

( 2 ) 确定附加参数的权时应适当考虑偶然误差的系统累积
。

为何最佳平差结果并不一定落在验后方差所得之最后结果上呢 ? 特别如表 1 中偶然误差

大的情况
。

作者认为
,

这主要是由于空中三角测量中存在有偶然误差累积的系统现象 (见文
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表 3 密集控制下验后方差估计结果 (带附加参数光束法平差 )

!估 求之各组观测值 的均方差 }单位权 }

平 差 结
- -一

-

一
-

-
- -

一一 一
- -

-

一 怅
差 !

一
`

一一
’

万葡
-

)瓦五不事菩
r

双下 ;又万

`
·

5

…
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2 二 5
·

”
!
63 二 `
·

2

阵
”

酷 {终鳃 … {
{`

·

”

…
5 .`

}
3

·

6

卜
”

0 . 1
3 5

5

}
4 一 …

3一 …3 一 …
1

…
。一

…
。一

…
3 9
一…

5一…
8一…

3一

…
4 一

…
3一

…
6一

…
。
一

2 } 5
·

4 3

一 …
1

…
。一

…
。一

…
3 5一
…

9
一

{
9一…
3一

…
4 一

…
3一

1
5一

…
。
一

1一

叹
7

一
`
2 一 ’ 1

{
。一

…
。一

…
3 3一…

1。
一…

9一
{

3

`万二…外)
。

瓜

迭代次数

ù
0

.

O自 l!
.

,土

3
’

2

注
:

同表 1

献
“
第五章第五节 )

,

即偶然误差通过
“ 双重总和

” 的规律得到的似系统性
。

因此进 行 自

检校平差 时
,

应按系统中偶然误差的大小
,

适当地减小附加参数的权
。

利用这种办法可同时

补偿 由于偶然误差的系统累积产生的似系统影响
。

如表 1 中
,

P
3

由 5
.

7 减到 3
.

1 或更 小 一

点
,

平差结果会更好些
。

( 四 ) 结论意见

根据以上扼要的试验研究
,

我们可以归纳以下几点
。

( i) 在航测自检校光束法平差中
,

进行验后方差估计有唯一收敛解
,

因而是切实可行

的
。

ii( ) 在任何情况下
,

对 (虚拟的 ) 附加参数观测值方差的估计比较准确
。

但是在确定

它的最佳权时
,

应按 偶然误差大小适当地减小其值以顾及偶然误差 的系统累积作用
。

i( ii ) 在稀疏控制下
,

由于地面控制点观测值的多余观测分量很小
,

所以它的权不易估

准
,

而且也不会对结果产生多大影响
。

在此情况下将地面控制点视为固定点或给它一个固定

的权就可以了
,

而不必用验后法去估求它的方差
,

只有在密集控制下才必要也才可能较精确

地估求这一类观测值的权
。

最后要指出的是
,

在一个大的自检校光束法区域中进行验后方差估计
,

其计算量是很庞

大的
。

所以本文介绍的方法并不期望用于生产中的每一个区域网平差
。

但是
。

对于有代表性

的区域网平差
,

采用这种方法
,

可以给我们提供较准确的各类观测值之方差估计值
。

对于解

析空中三角测量而言这仍然是具有理论和实际意义的
。

附 录

验后 方差估计的 F 6 r s t n e r
算法

对于间接观测平差
,

有线性模型
/ 、

V = A X 一 L ( A 一 1 )
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假设观测值向量 L

自 检 校 光 束 法 区 域 网 平 差 中 的 验 后 权 估 计

的方差协方差阵具有下列结构形式

厂q
; 1 1

K =q 1 11 ( A 一 2)

q , l ,

即观测值向量由若干组等精度互不相关的观测值构成
。

由最小二乘原理 可得到
:

X = ( A T K
一 工

A ) 一 `
A

T
K一 i L 、

V = ( A ( A
T
K 一 I A )一 I A T K一 1 一 l) L

K
, , = K 一 A ( A

T
K一

’
A ) 一 I A T

考虑到 ( A一 2 ) 式的结构
,

对于第 i 组观测值可得到
:

( A一 3 )

( A一 4 )

n 王

` r ( k二 )
_

=
刃 q

· ;
.

, = n ;
q , 一 t r ( A

;

( A
T K 一 ’

A )
一 ’ A

; , )

j
一

1

( A一 5 )

观测值残差的方差 vq ` , ,可由下式经验地获得
:

q
· 。 . , = E

〔`
V ,

一
E ( V

;
一 ) )

2

!
如果观测值中无粗差且系统误差在平差中得以改正时

,

E ( V 1 . 1
)
= 0

于是 q
、

代入到 ( A一 5 ) 式中
,

我们得到
:

= V ;
子

v ,
子

i = V , T V : 一 n , q , 一 t r ( A
.
( A ’ K 一 ` A )一

’
A

; ’ )

K = 6若P
一 `

和 Q
= ( A T P A )一 立

( A一 6 )
.J月.ō

n、̀j’

令

则 ( A一 6 ) 式可写成

V
、 T V , = (

n

一 p , t r ( A
;

Q A ; T ) ) q
,

亦即

l
s̀e

!
产了V , T V a

r 江
( A 一 7 )

r ; = n ; 一 p ` t r ( A ; Q A : T )

这便是 F 6 sr t n e r
提出的方差估计式

。

即上文中的 ( 6 ) 式
。

其中
r ,
代表第 j组 观 测 值

之多余观测分量
,

除了这里用到它外
,

在可靠性研究中它也是一个很重要的量
,
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