
几何交叉活 节放大因子的计算式
议

李 以 赫

〔提要 〕 交又带活 节是 自动安平水准仪 中广泛采用的元件
。

作者在本文 中给 出

了交叉带活 节 �放大 因子
�毛 一 �� 的放大 因子的一般公式

。

在本文后 面作者给 出 了一种 交叉带活 节的放大因子的一 系列测量结果
。

测量结

果证 明
，
所导 出的公式是正确的

，
韭且可 以 用于 自动安平水准仪补偿 器的设计

。

一
、

问题的提出

几何交叉活节是自动安平水准仪的补偿器中广泛采用的一种灵敏元件
。

性丝交叉张于固定部件��和摆动部件 ��之上而组成的
绞链机构 �见图 ��

。

固定部件 ��为补偿器的基架
，

衣井史
�

它是由两根软弹

它与望远镜壳体固连
。

摆动部件 �� 上一般固定有使望

远镜视线偏转的光学另件及空气阻尼器 的 活 塞 �或 气

缸�
。

当水准仪根据圆水准器整平了时
，
��相对 水平

线有一微小倾角
� 。

这时由于重量�比较重
，
弹性丝��

和 ��比较软
，
则 �� 将反转日角

，
而且日�

� �图 ��
。

我们称这种情况的交叉活节为几何交叉 活 节 �或 几 何

摆�
。

当然它也是有弹性作用的
。

为了区别日�
�时的弹

性交叉活节起见
，
暂且称它为几何交叉活节

。
��和 ��

无限柔软时 �或毫无弹性时�的几何交叉活节
，
我们称

�

斤

之为纯几何交叉活节
。

当日� �时
，
称为负一交叉活节

，
它们都是几何交叉活节的特殊情况

。

，，、 、 � ，。 日
、 ，
�一�一

，

� ， 、 。 一 � 。 一 、 ‘ 、 一一如 。 一 卜 ‘ �胡， 、 ， 。

执���哪 � � 一而刀沽下阴以人四丁
，
贝亏衣不 ‘ �刁八。 服 沪�怕仄

， 匕习俏 卜阴梦职
、 沪 ‘

何尺寸
、

重量
、

交叉角
、

弹性参数�有什么关系
，
是我们感兴趣的问题

，
也是设计自动安平

水准仪时
，
要解决的问题

。

上文谈的负一交叉活节和弹性交叉活节的放大因子 � 的计算式已

经推导出来了
，
见参考文献 〔 �〕和 〔 �〕 。

目前在国内外文献中还没有找到几何交叉活节的放

大因子
�
和参数间的一般关系式

。

霍夫曼在他的论文〔 �〕中谈到 �

纯几何交叉活节的计算式

就是纯几何四边形活节的计算式将 �反符号则可应用
。

现根据该文中四边形活节的计算式写

出纯几何交叉活节的计算式为
�

一 ��

� �
� �

一 �� �� �
��

—
十

一
一 �

�� ��
乙

���

兴 几何交叉活节可又称交叉带活节
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式中 �见图 ��

���
育丫�已�史蛛

寸

方
， 黔

图 �

呀
�
图 �

�为 �� 之长度
，

。
为��与��之间的距离

，

认�一
�一宁曰�一

一一

月

�

�
为��之长度

�

�为重心�到��之距离
，
在��之上为正

，
在��之下为负

。

由于不能找到毫无弹性的材料来做出纯几何交叉活节
，
这样就不能直接使用 ���式

。

霍夫曼以弹性丝摆动端的轨迹曲率中心作为弹性丝的瞬时旋转中心
，
用该中心代替几何交叉

活节的�
、
�

、
�和�四点

，
构成纯几何交叉活节 �产 ，

�， ，
�， 和�尸

后
，
再使用 ���式

。

他

推导出弹性丝瞬时旋转中心到固定端的距离为 �见图 ��
�

� ��� ��
人 。 侣万�巾一 可瓦

���

式中�为弹性丝的弹性模量�

�为弹性丝中性轴惯矩 �

�为弹性丝上受到的拉力
�

�为弹性丝的工作长度
。

算出�
。
后

，
可算出�，

，
�， ， �尹和�， ，

至于�是否要换成 �， ，
霍夫曼在文中没有论及

，
如果 将

弹性丝瞬时旋转中心 � ‘ ，
�， ，

�’ 和 �产

作为纯几何交叉活节看待
，
则应采用 �’ 代 替 � �图

��我们将
�， ，

�， ， �‘ ，
�‘
和 �，

代入 ���式计算放大因子
� ，

与实测结果相差较大
。

几

何活节大因子越接近负一
，
则误差越大

。

这种办法只适合于放大因子接近纯几何时的情况
。

而且到底是采用摆动端点轨迹曲率中心
，
还是采用弹性丝两端点切线交点作为瞬时旋转中心

还是存在问题的
。

哈尔德在他的博士论文 〔 �〕中，
对霍夫曼的观点提出了异议

。

他认为要采

用弹性丝两端点处切线的交点作为瞬时旋转中心
。

目前实际上只对几何交叉活节推导出了两

个特例公式
。

一个是负一交叉活节的 〔 �〕 ，
一个是纯几何交叉活节的式 ���

。

因此有必要

推导出一个从负一交叉活节到纯几何交叉活节的几何交叉活节的一般计算式
，
以满足设计需

要
，
这是本文的目的

。



�� 武 汉 测 绘 学 院 学 报 ����年

二
、

软弹性丝的特性

弹性丝的软硬程度是相对于它受的外力而言的
。

对于几何交叉活节而言
，
要弹性丝软一

些
，
重量�重一些才能达到��

�，
否则�角将小于 � 角而成为弹性摆

。

为了获得几何交叉活节

的一般计算式
，
首先来研究一下软弹性丝的一些特性

。

、
�

了

尹

图 �

见图 �
，
我们来研究一般弹性丝受力后的最大挠度

。

设 ��为弹性丝
，
� 端固定

，
� 端

有一刚性线为��
， �点处受到与弹性丝固定端�的切线方向��

‘
成�角的拉力�的作用

，
而 从

�尸

点移到�点
。
�点处最大挠度为 �� ，

弹性丝长度为�
，
��的长度为 �

，
其方向即为弹性曲

线�点的切线方向
，
与��

产

交叉成 丫角
。

选取坐标原点为�
， �轴与

�
轴方向如图 �所示

。

在�点将拉力 �分解为平行于
� 轴的分力 � 和平行于 �轴的分力 �

，
则有

� � � ��� �

�� � ��� �� ���

由于一般 以镇��
， ，
我们取 ��� � � �和 ��� � � �

� 二 �

�� ��� �� �

如果将两分力 �和 �平移到 � 点
，
则在 � 点要加一附加力矩

�
� � ��

。 ���一 ����� 丫

由于丫蕊�蕊��
尹 ，
我们取 ��

� 丫� �和 ��� �� �
，
则

���

�
。 � ��一 ��丫 ���

将 ���式代入上式
，
则

�
。 � ��� 一 ��丫� ���� 一 丫� ���
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由文献 〔 �〕 ，
第���页

，
可知弹性曲线的微分方程式为

�

�

�，
���

士��
一

�冷
�

“ �
‘ � �

去 ‘ ，
�� � 一

几，几 ‘ 工 ’

式中�为弹性模量�

�为弹性丝中性轴惯矩�

�
、 二 ，
为作用在 � 点处的外力矩

。

由图 �可知
�

�
、 二 ， ���� 一 ��一 ���� 一 ��� �

�

上式代入 ���式有

���

��

分
一���一 ��一 ���一 �，� �·

� ��一�� 一 ��
� �����

�

�
�

�
�

一��一 �
� � ���

�

��’ 一��� 十 厄了� 十
�

一一一厄厂一 一
� ” ���

���及 ���式代入上式有

� ��

�’’ 一 面 � 十
�

豆�� 十

一 ���一 ���� 一 丫�� ��
�

�丁
����

令 ��

� �

�

�
�

竺
� � �

�

��
，共呀 � �

名�

�，
����

�、�

��…
。‘

�
�

� �

一 ���一 ���� 一 丫�� ���

��

� �
�〔 一 ��一 ��� 一 ��� �

�〕

上式代入 ����
，
得二阶非齐次常系数微分方程式

��， 一 �
��� �� � �� �

其通解为

����

� � � ����� � � �����
�� � �

� � � �弃一
����

取导数

�
�， � � ，

����� � � 。
����� � 一 币 亏

� � 五 一
����

于是待定系数 � �

及
。 �

可由下述条件求出

� �
二 一 。 �

�，
�
二 一 。 � � ����
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一
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将上式代入 ���� 及 ����得

����年

�
� � �� � �豆

� 厂
� 二 �，� �

�

�二玉 �

�

����

因此

将式 ����

�
�， �

一王
，

�一护一一一，曰�

代入上式有

�， � ��� ��� 一 丫�一 �
�

� 、 ����
一�

一一一�

上式代入 ����式并整理得

�� ��
� 一 “ ‘ 一 ��“ 一 �川

�一 ���� �一�
���� � �� ����

取 � 二 �代入上式
，
并整理

，
可得最大挠度

� � � �
�

��
，

� �� 一下 ���七 � ��� 一 丫�吸��
�

����
����

上式中的第三项是 由外力的作用点不在 �处引起的最大挠度值
，
其中 丫是未知量

，
下 面 我

们用已知量来表示上式中的 �� 一 丫�
。

取� 二 �代入 ����式
，
可得

�
‘ � � ���� “ �� ��� � ��� 一 ��一 ��」����� 一下 ����� � �

丫� ���一 ��〕���������� 一 ������ � ���一 �����

用 �
减去上式并整理得

� 一 丫� 丁干弓石药灭石 一
�
�� 一 �� ��

����

��������

�
��一 �����
�� ������ ����

上式中的 ���一 �
��可由 ����式得出

。

�� 一 ，。 一

会
����一 ��

� 一 丫��卜
�

����

上式代入 ����并整理得

�� 一 丫�二一‘
�

卫些丝卫�些，
�������� ���������一

�
����

����
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由这个表达式可知
，
当�� � �� 时

，
���� � �

，
这时

� 一 丫� �

� 二 丫

����

����

也就是说
，

����式表达的最大挠度 �。
的第三项为零

。

在这种情况下的最大挠度

�。 � �� 一

令
����

����

因此我们认为当 ����、 ����或 ����、 �时的弹性丝为软弹性丝
。

这种软弹性丝有以下几个

特性
�

���最大挠度为

�� 、 �� 一

是
����

���软弹性丝受力端 � 的切线方向就是拉力方向
，
即

丫阳 �

���力的作用点 �到 � 的距离 �
，
对最大挠度影响较小

。

至于
’

��要大到什么程度才能把 ����近似看成等于一
，
是取决于我们最后的计 算 结 果

要求多精确
。

一般当 ��、 �时
，
将来计算几何交叉活节的放大因子可到百分之一的精 度

。

对于设计来说是足够了
。

三
、

纯几何交叉活节放大因子计算式的另一种形式

为了获得几何交叉活节放大因子的计算式
，
我们还是要从纯几何交叉活节放大因子的计

算式出发
。

现将 ��� 式重抄于下

一 ��

�� 十

二 困
�

��

���

��
�

�� �
一 �

护一��

式中符号含义为 �见图 ��
�

�
为 ��之长度 �

�为 �� 之长度 ，

�
为 ��与 �� 之间的距离�

�为重心 �到 �� 之间的距离
�

在 �� 之上为正
，
在下为负

�

�二
� � �

�

如果用另外的参数表示 �见图 ��
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�为 �� 之长
，
即为吊丝工作长度�

�为 � 点到两吊丝交叉点之距离�

‘ �
苍

，
称为分段比值 ，

甲为交叉吊丝的夹角
。

由图 �及图 �可知老参数和新参数有下述关系
�

。 �

甲
�� � 乙� �����蕊

�

� 乙

印
� � 妇 ��� 石

乙

�“ � ，‘�
答 图 �

二口�曰

、 、�

…
‘

��
���

将上式代入 ���式有

甲
一 � “ ，�

万

�
一一一一万万 � �
冬 。 � 甲
�以 ��—

�
���，·
晋�

�

�
���‘�
号�

’ �。 。 �

晋
����

一 �

‘�“ ��

号
�

�

一一一不—
一二丁

��“
� ��� 竺
� �

�
甲一�甲

一 � ����万
�

乙

经整理后可得

�
� �

甲 、 �
� ， �

甲
一 �气

���
了� 一 ����

丁
一 �

�
�‘·
号�

’ � ‘�一 �·��

号
����

上式右边各项的几何含义可由图 �看出
。

上式分子为 ��之长度
。

因此

图 �
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一 。 ���。答�
� � ����

晋
� 一 �� �

上式分母的第一和第三项之和为 ��之长度
，
因此

甲
、 ， � ，

印 。

� 气�‘�丁 �
一
� ����丁 � 。

于是式 ����则可写成

一 �� �

入�一 � ����

式中 �的正负号规定为 �点在 � 点之下为负
，
在 � 点之上为正

，
这就是纯几何交叉活节计

算式的另一种形式
，
还可以写成以下两种形式

。

一 ��旦
�

�
人 一—�

����

����式分子和分母同除以 入则为

�
一 � � ，不

人

����
�一、

一�

由于有 � �—�

于是

�
一 七� 十

�

不 �

�� 一
�

— 一二
�

����

�一下

从上式分子可知
，
第一项即为

吊丝毫无弹性时
，
� 点的摆动

量
，
它与最大挠度方向相应

。

第二项为吊丝毫无弹性时
，
重

心�对 �� 的投影点 �不在 �

点而引起的� 点继续向前的摆

动量
，
见图 � � 。

当吊丝为软

弹性丝时
，
第一项应该减去一

个弹性引起的回摆量
，
而第二

项则不动
。

因为是软弹性丝根

据本文第二段的分析可知
，
由

�引 起的弹性摆动 量 可 以 忽

略
。

下面我们来研究一下弹性

引起的回摆量有多大
。

图 ��
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四
、

几何交叉活节的计算式

首先我们分析一下当活节倾斜了
� 角时

，
软弹性丝 �� 和 ��上受到多 大 外 力

。

见 图

�
，
将重 力 � 分 解 成 ��方向的拉力 � 和横向力 �

。

再将 �分解成直垂 于 �� 的分力�
�

和垂直于
�

面丁的分力 �
� ，

� 分解成 沿 天可方向和 面了方向的两拉力 �。
和 �

。 。

由图 � 可

知软弹性丝灭万和顽了受到了一个与了百�方向和丽访向夹角分别为
。 的拉力

一 � �
�� � � 。 �

—。
� � �

气甲
‘ ��� 舀

�

����

�� 呀
乐‘ 丁吧贾吧�胃

�，

即 � ‘ �万�

土

�

图 �

其作用点分别在 �和 �
。

它们到 �和 � 的距离为 �
。

由图 �有

�
� � �

� � ����� � ��

�� � �� � ����� � �
����

由此可知
，
软弹性丝 �� 和 �� 的受力情况和本文第二段 所 述 一 样

。

当
����二 ����

时
，
其最大挠度按式 ����为

��人
，
�

���
�� � ��一

式中
甲一���

�曰

�二 �卫
，

� �

� ��

右边第一项为弹性丝毫无弹性时的 � 点与挠度相应的摆动量
。

第二项为弹性丝的反力 引 起

的回摆量
。
因此将纯几何交叉活节的 。 表达式����的分子中减去弹性引起的回摆量会

����
，
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则得几何交叉活节的 �表达式

一

���扣��
�

补
日� 一 � 一

�

� 一
�

�一下

于是几何交叉活节的放大因子计算式为

��入
十

� 二
立

�
�

二 ，� �

一 妇 �了
‘，‘性‘

一 �
�一下

����

一 �� ����
�

十—
�妇 �

�����一
一

�

入

�

这就是从负一交叉活节到纯几何交叉活节的几何交叉活节的一般计算式
。
它是包含几何

交叉活节的两种特殊情况的
。

当 �� � ��时
，
即吊丝毫无弹性时

，
分子中第二项为零

，
则 得

纯几何交叉活节的计算式 ����
。

当 � � 一 �时
，
有

�一�
�

�
一 入十— �

一 ， �

俞
����

��一 入���� ���� ����

这就是作者在 〔 �〕中所导出的负一交叉活节的计算式
。

因此式 ����是几何交叉活节的一般

计算式
，
在理论上包含了上述两特殊情况

。

我们用 甲 � ��
。 ，

入二 �
�

�，
�二 了

�

�毫米
，
�� 一 ��

�

�毫米
，
弹性丝的截面积为 �

。
���毫

米 � �
�

���毫米的几何交叉活节做了系统实验
，
实侧的放大因子见表一

。
��值和 � 值的实测

关系见图 �
。

表 �

寸扭
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图 �

表 �中 �实 是实测的放大引子
， � 理 是按本文的式 ����代入实测参数值算出的放大 因

子
， �霍 是按霍夫曼的方法算出的放大因子

。

由表可见式 ����是正确的
，
由它算出的 放 大

因子与实测的平均只
�

有百分之一的误差
，
而且反映了 ��变化时

， � 的变化规律
。

而霍 夫 曼

的方法误差较大
，
也没有反映出实际变化规律

，
它在这种情况下是不适用的

，
而 本 文 的 式

����则可满足设计需要
。

图 �中细实线及圈点为实测放大因子
，
虚线为用式 ����算得值

。
��� �

�

�� 的圈 点 是

采用了截面积为 �
�

��� 毫米 � �
�

��� 毫米的弹性丝测得的结果
，
�� � �

。

�� 的圈点是采 用 了

截面积为 �
�

���毫米 � �
�

����毫米的弹性丝测得的结果
。

由图 �可看出
，
实测值是 在 理 论

值两边变化的
，
平均有百分之一的误差

，
这主要是实验误差

。

式 ����可解决一些设计问题
。

比方
，
当由仪器总体设计方案定下放大 因 子 � ，

几 何

活节的几何尺寸 以
， �， 甲， �

，
�� 及重量 � 之后

，
我们可以由它算出弹性丝 的 抗 弯 刚 度

��
，
如果 �定下来

，
则可算出弹性丝应采用多大的截面积

。

算弹性丝参数之前
，
首先应该假

定弹性丝毫无弹性
，
用已知参数计算一下 � 值

，
其绝对值要比设计要求的大才能进一步计算

弹性丝参数
。

否则应该改变已知参数才行
。

因为无限软的吊丝都达不到要求的 � 值
，
那软弹

、

性丝就更达不到了
。

此外
，
由于加工误差

，
装配后的几何交叉活节的放大因子不会精确达到设计值

，
设计时

需要考虑某些参数可调整
。

由式 ����可知
， � 二 一 �的情况及其附近调整重 力 �

，
对 � 影

响较显著
，
其它情况可调整重心高度

，
这要根据情况选用

。

在结束本文之前
，
还要强调一下

，
使用式 ����是有条件的

，
即 ��值要比较大

，
也 就

是要 ����、 ����
。

几何交叉活节一般是满足这个条件的
。

这样做的目的是使计算简单些
。

如果 �� 比较小
，
则 ����的分子中应加上重心高度引起的弹性项

�
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。 ，� ， ， ， � ， ， ， 、 ， �

�
� ��版为 �� 一 ���七少 气� 一

� 二不 二

���七

二
。 ， 二 ，� � � 。 ，� 二 ，�， ， �

�
� 一 �����蕊幻 十 �入���丘妇 气� 一

�

，二二 �

����

这可由 ���� 式的第三项及 ����式得出
。

这样一来 ��值就处在一个较复杂的超越函数中

了
。

要解算出与弹性丝参数有关的 ��值就较麻烦
。

我们只好以不同的 ��值代入计算 式
，

用逐渐逼近的办法解算出 ��值
。

因此本文实际上也解决了 ��值比较小的计算问题
。

本文提出了一个计算几何交叉活节放大因子的一般公式
。

它能满足设计需要
。

为了使我

国自动安平水准仪从目前的研制阶段发展到成批生产阶段
。

有了放大因子计算式 还 是 不 够

的
。

还有一些问题
，
如几何交叉活节的精度究竟与那些参数有关等等

，
需要我们共同努力去

解决
。
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