
论 最 小 二 乘 拟 合

陶 本 藻

�提要〕 在大地测量
、

地震及地球动 力学数据处理 中
，
常常需用一个函数去拟

合已被浏定的一组数据
，
这就是函数的拟合

。
函数的拟合通常采用最小二 乘准则

，

即最小二乘拟合
。

在一般 文献 中
，
观测数据均假定具有独立性

，
但经常遇到的是处理相关数据

。

为了解决相关数据的拟合
，
本文按最小二乘相关枯计的理论叙述 了拟合的方法

，
亚

时这种方法的最优性作 了全面的论证
。

考虑到处理数据时
，
经常要增添新的观测数

据
，
为了解决数据的贮存便于 电算和减 少工作量

，
我们根据卡尔曼滤波的思 想

，
推

导 了最小二乘拟合的递推公式
。

�一�相关最小二乘拟合的理论

设在固定数组 � 情况下测得数据为 � ，
它们之间存在如下的线性模型

�

� � ��� 。
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��
。
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上式表明
，
数据 � 划分为系统成分 �信息���和随机成分 �干扰�

￡ 。
�为参数

， 。
为误差

�噪声�
。

误差 。 服从正态分布
，

其数学期望为零
，
即

��。 �� � ��
�

��

误差
。
的协方差阵或观测值 � 的协方差阵为
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。
��

、
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右��一一￡�

����� ��。 � ��
。
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式中叫 为 ��

的方差
， ��，

��奔��为 � ‘
与 �，间的相关系数

。
�的协方差也可表成

�

����� �荟�
， ，

��
�

��

式中 。 活为单位权方差 �方差因子�
。

�
， ，
为 � 的协因数阵 �权逆阵�

，
其主对角线上的 元

素�
�，
是 ��

的权倒数
，
非主对角线上的元素 �

��是 ��与 ��间的协因数 �相关权倒数�
。

如果在数据 � 与 � 间拟合一条直线
，
则 ��

�

��为

尸 ��

��

��
。
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、
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才

�
���

�
�、

�
�
��
����
�

���

忆
�

。

如果在数据 � 与 � 间拟合超平面
，
则 ��

�

��为
�
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如果在数据 � 与 � 间拟合曲面 �如二维曲面�
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如果在数据 � 与 � 间拟合周期函数
，
则 ��

。
��为

�

�

��
�
������

�
������ 一 ���� 一 ����� �…����� �

����� � ���� � �����
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‘…�����
。

��
。
��

厂
�

�
��

一一

、 、��
且。山�口��︸�厂
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为了确定模型方程 ��
�

��
，
需要估计参数 �

，
设 �的估值为 �

，
代入 ��

�

� � ��十 �

��得

��
。
���

� 为 。 的估值
，
称为残差

。

按最小二乘相关估计理论
，
要求在

������ � ��
�于咨� 二 ���

下求 �的估值 �
。

为此
，
有

�������

�� 一

��· ���

会
一 ��·���� 二 �

且�
、�、��山几�，白一�几，�

���

…
�几，���，�，�几���

、了、了、了、了、了、������ � �

将 ��
�

��� 代入得
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解之

、矛，、少，��任‘�五���� �� 、����，�

式中

�
、 、 � ����� ���

一 ‘

、，产‘、�奋丈公内勺，�上己�几

由 ��
�

�。�得残差计算式为
�

� 二 � 一 ��� � 一 ��‘ 、���，，�

残差平方和为
�

���� 丫� � ���、 、 � 一 ������丫�

单位权方差 毗 的估值 �丢由下式计算
�
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���� ��

� 一 �
��

。
���

由 ��
�

���可求得参数估值 �的协方差阵为
�

����� �
������������，，��

、 �

� �落�
、 、���� ���

、 �

巨�

����� 口若�
、 、 ��

。
���

可见
，
由 ��

�

���确定的 �
、 �
就是 �的协因数阵

。
则各参数 �，

的方差估值和 ��与 �，间 协

方差估值为
�

�若
‘ � �孟�

、 ‘ 、 �， �、 ，、 �� �若 �
、 � 。 ， ��

�

���

因为 � 是正态向量
， �是 � 的线性函数

，
�也是正态向量

，
故其元素 ��服从 � ���

�，

� 。 “ �、 �、 ��分布
�

�� 的标准化变量

�� 一���

� 。召 �
、 ‘ 、 �〔 ���

。
��

可以证明 �〔 �〕�统计量
������
一一百了一一 任�于

。 一 �

。 �

作统计量

�， 一 ���

� 。
侧�

�
�

、
�

��

�

—
�
�� 一 ��� ��

。
���

丫
������

�若�� 一 ��

�
。
侧 �

、

它是具有自由度
� 一 �的 �变量

。

因此
，
具有下列概率表达式

�

��川��
。
�� �一 �

��
�
���

�
为置信水平

， �
。

�

由 �分布表查出
。

将 ��
�

��� 代入即得 ��‘
的区间估计公式

�

���， 一 �，�。
训�

。 �、 �
���

‘
��

‘ � �
�

�
。
亿 �

、 �、 � � � �一 � ��
。
���

由 ��
。
���可见

，
当�

。
训�

、 � 、 、

大小是刻划拟合效果的一个重要指标

� �
。 �
越小时

，
所拟合的方程越稳定

，
故 中误 差 �。

的

�二��小二柔拟合最优性的论证

最小二乘拟合具有最优性
，
是指拟合函数中参数估值 �具有无偏和方差最小 的统 计 性

质
。
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参数估值 �的统计性质

由 ��
�

�� 知
，
� 的数学期望为

����� ������ ��。�� �� ��
。
��

� 的协方差阵由 ��
�

�� 确定
。

由 ��
�

���得

����� �
��� ��丫������ �

、 、���� ���

顾及 ��
�

���得

����� � ��
。

��

即 �为 �的无偏估值
。

设 �是观测值 � 的下列线性函数
�

�� ��� ��
�

��

故有
����� ������� ���� � �

因此
， �� 必须满足条件

�

��� �� � ��
�

��

估值 �具有最小方差
，
必须 �的协方差阵 ����的迹或协因数阵 �

、 �
的迹为最小

，
即

����
。 ��� ����

�

�
丫丫��二 ��� ��

。
��

对 �
� �
进行分解

，
得

�
�� � ���

，
�丫丫 � �

一 ‘
��

一 ‘ �
�

��
�

��

则

�
� 、 � ���

， ，� 二 。 �����

令 � � ��������
一 ’ ，

顾及 ��
。
��下对上式配方

，
可得

�
、 、 � ������ � ���

��
一 ‘
����

��
一 ‘ �

� �

� ��
��� 一��

�����������
� 一��

��，，���
�

��
�

��

按矩阵迹的运算规则 �〔 �〕� �

����
、 ��� ������

��
一 ‘
����

下�
一 ‘
����

� �����
��� 一��

��� ��������
� 一����，，�����

上式右边第一项为巳知常数
，
右边第二项的值随着 � 的不同而异

。

为使 �� ��
。 、
�为 最 小

，

必须
���� 一��

��丫��� � � ��
�

��

由此求得 � 为

�� 二��
��丫� ��

�

��

它满足 ��
。
��

，
将上式代入 ��

。
��得

�� ��
��，丫� � ����丫丫��

一 ’���丫，� ��
�

���

其结果与 ��
�

��� 同
，
故 � ��� 为最小

。

残差 � 的统计性质

将 ��
�

��代�� ��
�

���得

� � ��� � 。�一��
。 、����，

���� 。 �� �� 一 ��
。 、���，，�。 ��

。
���

因 � �日 � �
，
故 � 的数学期望为零

�
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����� �

将 ��
。
��代入 ��

�

���得

�� ��、��������� 。�二 ���
� 、���，， 。

由 ��
。
���和 ��

�

���求得 � 与 �的协方差阵为

���
，
��一�

、 �����丫��。��� 一 ��、 、����，��
、

�
‘

� �若�
�����， 、

�
、 ，��一�

�丫��
� 、��

�
·

� �丢��
、 、�� 一�

� 、���� �

即估值 �与残差 �互不相关
。

因 �与 � 互不相关
，
故可由 ��

�

���得

����� ������ ����

����二 叮着��
�� 一 ��

� 。���

且�

�
�

一 �
� � 一 ��

����

��
�

���和 ��
�

��� 为残差 � 的协方差阵和协因数阵的计算式
。

残差平方和的统计性质
。 ��，� 。 � �� 一 �����

���� 一 ���

� ���，�� 一������ �� 一 ���丫 丫�� � ���������

� ���丫�� 一 �����丫����� ��一 ���� ��
��� 丫�� � ���������

由 ��
。
���得

������ � ���丫 �� 一 ������，��一 �����， 丫�

将 ��
�

���减去 ��
。
���

，
顾及 ���丫，� 二 �

，
并取数学期望得

������ ���� ��。
��丫丫 。�一 ����一 ��

���������一 ���

因为 ���〕� �

。 ��，� 。 � 之��。 。
��丫��

��一 ����
��� ����一 ��� �����， ����一 ������， ��于

故

���
��，���� �����￡。

��� ���一 ������� 一 ����一 ��
����， 、 ���

� �吕�����。 ￡
��

一 ’
����一 �若������一 ����一 ��

��
一 ’
����

� �若��������
一 ‘
����一 �若��������

一 ’
����

� �若�� 一 ��

即

��
。
���

��
。
���

��
。
���

��
。

���

��
。
���

��
�

���

��
。

���

��
�

���

��
。

���

��
。
���

“
�
���丫�� 、

� 一 �
� ���名�� 叮 ��

�

���

�艺是 �若的无偏估值
。

�三�最小二乘拟合的递推公式

在进行最小二乘拟合时
，
经常遇到要增加新数据

，
需要与原有数据一起重新拟合

，
为了

减少工作量和便于电算
，
我们推导了最小二乘拟合的递推公式

。
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设原数据为 �
、

� 新增加一次测量数据为 ��
。 � 、 ， � � 。 � �， �

· ·

… ‘� 。 � � ， � � �
� � 、
�

，
令

� 火 �

� 二 十 �， �… … � 。 十 �， �

�

�

�几�
�

一 �万� ��
。
��

� � �组测量数据求得的 �的估值
，
相应地

，
由原数据 求 得 的

�、���由十��刘，协汀为
� 于��

。 � �
�
，

则观测方程为

� � �

� � �

式中 � ” ��
二 、 �
�
，
�

。 � �

�的估值记为 �
。 。

设新数据与原数据是相关的
，
它们的协因数阵为

�
�丫

�
��

�
��

�
� �� ��

。

��

�口�吸了、

一一�����
�

�

相应的权阵为

�� � �� 。

��� ���� ��
。
��

���了、

一一

即

�
� 、 ��

� 十 � � �
二 � �
�

。 � � � � ��
�

��

根据加边法求逆公式 �〔 �〕�知 �

� �衬 � �于咨�
丫 �
�
��
�于姿

��
。

��
� �

�于争�
� 。

以 �

��
。

��

��丫���

��� �
一

，

�叮 �趁
� �

��
。

��

�� � “
�

以 �
��

。
��

� 。 � �
� 。 一�

��
�于争�

��
��

。
��

为原数据 � 的协因数阵
，
显然 �， ， 今 �衬

，
令

�

汗
�

式巩

、���产
�����了、

�

�

一�互�
，

�

一�霖�
，
�

巨 � �

贝����
�

��为
�

� � � �

相应的法方程为
�

一 ��百
、 ��

。 、 ��
� 、 ，
��

� ，

将上式配成下列形式
�

�
。 ， ��

。 、 一 � �
� 、 �

��
。
���

二 �百
� ，�

。 � ��
。 十 、

��
。

���
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�
。 十 � � �

。
� ��百

� ��
。 、 ��

� 十 ，
�
一 ‘�百

， ��
二 十 �
��

。 、 ， 一 �
� 十 ��

�

� ��
。
���

式中 ��百
� ，�

。 � ��
。 十 ，
�
一 ‘
为 ，阶逆阵

，

计算比较复杂
。

因为

��百
� ��

。 十 ��
。 十 ��

一 ‘ � ����丫�� � ���丫 �� ������� ��������
一 ‘

�� � ���。 。 ��
一 ’

��
。

���

式中 � 二 ���� �� � ���� �� 十 ���� �� 为可逆阵
，
按矩阵反演公式 �见 〔们之附录�得

��百
十 ，�

� � ，�
� ， ��

一 ’ � �
一 ’ 一 �

一 ‘�����
一 ’�� 十 �云己�” ��

一 ’

再求 �
一 ‘ 。

令�
二 ������ 十 ���� ��

，
它是可逆阵

，
并令 � � ��，�，

它是行向量
，

�
一 ‘ � ��� ��

��
一 ’ � �

一 ‘ 一 �
一 ’
��
�����

一 ‘���
一 ‘
��

一 ‘

再求 �一
。

令 �� � ���� 。 ，
它是列向量

，
则

�
一 ’ � ��

���丫� � ����
一 ‘ � ��������

一 ‘ 一 ��
��、 ���

一 ‘
���� �

� ���
��丫丫��

一 ‘���
一 ‘������ ���

一 ‘

但因 �� � 午 �衬
，
故 ���丫丫� 与原始数据中已求出的

��
。
���

则

��
。
���

��
。
���

�
�� � ���

�于咨��
一 ’ ��

�

���

不同
。

由 ��
�

�� 得

��������
一 � � ���

�衬� � ��一卫巫鲤丝卫业鱼童��
一 �

以�

��
。

���

令

价 �
��科�

� � ， � 一

会
�

。 ·
�、二 ��

�

���

��
为列向量

，
�为行向量

，
则 ��

�

��� 为

��
��丫���

一 ‘ � �
、 � 一 �

� 、 ����� ��
� ������

�� ��
�

���

因 �
��
已求出

，
由 ��

�

���求 ��
��� ���

一 ‘ ，
由 ��

�

���求 �
一 ‘ 、

由 ��一��求 �
一 ’

及由 ��
�

��� 求 ��百
� ，�

� 十 ��
� 、 、�

一 ‘
的计算过程中都只需求一个一阶逆阵 �倒数 �

，
计 算

十分方便
。

公式 ��
�

���
、
��

�

���
、
��

�

���
、

��
�

���
、

��
�

���就是测量数据相关时的递推

计算公式
，
称为相关拟合的滤波公式

。

特别地
，
当新增加数据与原数据不相关时

，
在 ��

�

��中的

�
， � � � �

�� � �

则 ��
�

��
、
��

�

��
、
��

�

��
、
��

�

��为

、少、、产���自，曰，曰

�
�舀八」了‘、毛了、�� ， � �于咨

，
�� 。 二 �百

� � �
， �。 。 � �石县

此时
，
��

�

��� 可写成

�
。 十 一 � �

。 � ������� � ���� ���
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公式 ��
�

���
、
��

�

���就是这种情况下的递推计算公式
，
即拟合的滤波公式

。

运用上述滤波公式计算
，
不仅充分利用了原数据的作用

，
而且又不需要保存原数据

，
这

样可使计算机的内存大为积省
，
从而可扩大计算范围

，
这在现代测量数据处理中是十分必须

白勺
。
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