
近 代 平 差 理 论 的 扩 充

陶 本 藻

〔提要 〕本 文在推证 了用广 义逆表达的 随机参数 最优 线性无偏 估计 公 式 基 础

上
,

导 出 ,J 滤波
、

推估和配置等广 义估计公式
,

其特点是观测 值的 协方差阵不要求

满秋
。

最后
,

作者提 出 了参数 为随机的自由 网平差新方 法
。

在现有的国 内外文献 中
,

估计随机参数
,

有用广义最小二乘估计 〔 1 〕
,

〔 2 〕
,

〔 3 〕
,

[ 4 〕
,

最小方差估计 〔 3 〕
,

[ 5 〕
,

〔 6 〕
,

极大验后估计 〔 3 〕 等方法
,

得出的结果相同
,

都是最优线性无偏估计
。

但这些公式都要求观测值协方差阵非奇异
。

为使估计公式不受上述

限制
,

本文导 出了滤波
、

推估
、

配置等广 义估计公式
,

现有的公式可作为广义估计公式的特

殊情形
。

考虑到自由网平差中可能遇到随机参数
,

作者提出了具有随机参数的自由网平差新

方法
,

并证明它是滤波估计的广义形式
。

一段中估计公式是仁9 〕提出的
,

二段中具体推导方

法类同〔 3 〕
。

一
、

最优线性无偏估计

设观测值为 l
,

待估参数为 x ,

它们都是随机向量
,

存在协方差阵
:

D
x 、 = E ( X 一 E X ) ( X 一 E X )

( 1 , l )

D , ; = E ( 1一 E I ) ( l 一 E l )
( 1 , 2 )

D
: , = E ( X 一 E X ) ( l 一 E I )

近代测量平差 中求随机参数的实质是用 1对 x
作最优线性无偏估计

。

设线性估计为

X = 以 。 十 叭

要求估计是无偏的
,

则有

E X = a 。 + 以 E l

巨p

以 。 二 E X 一 a E I

代入 ( 1 , 4 ) 式得

X = E X + a ( 1一 E l )

要求估计是最小方差的
,

则式中的
a 的确定

,

必须使估计误差 协方差阵

中 二 E 〔 X 一 E X 一 Q ( 1一 E l ) 〕 〔 X 一 E X 一 a ( 1一 E I ) 〕 T

为最小
。

因为

( 1 , 3 )

( l , 4 )

( 1 , 5 )

( 1 , 6 )

( 1 ,
7 )

E 〔 ( I一 D ; , D
, ,

) ( l 一 E l ) 〕 〔 ( I 一 D 、 , D 一 , ) ( l 一 E I ) 〕

= E 〔 ( 1一 E l ) 一 D ; ; D ; :

( l 一 E I ) 〕 〔 ( l 一 E I ) 一 ( l 一 E I ) D : 一 D : , 〕
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=D 2 1一 D I一 D 1 1D l l一 D I ID一 ID l l +D一 D一 D l一 D l一 D, t = 0

其中乘积是非负定阵
,

必有

( 1一 E l ) ( I 一 D 一 D I ;
) = O

( 1一 E I ) = ( l 一 E ] ) ( D z ; D 一 ,
)

( 1 , 8 )

或

T

( 1一 E I )

左乘 ( X 一 E X ) 并取数学期望
,

可得

= ( l 一 E l ) D , ; D ; 、 ( 1 , 9 )

T +

E ( x 一 E x ) ( l 一 E l ) = E ( X 一 E X ) ( 1一 E l ) D , , D , :

口p

D x l = D x l D I I
D

l l ( 1 , 1 0 )

由 ( 1 , 7 ) 式得

T T

中 二 E 〔 ( X 一 E X ) 一 创 ( 1一 E ( I ) 〕 〔 ( X 一 E X ) 一 ( l 一 E I ) 以 〕

= D
x x 一 D x 一 a 一 a D l x + a D 一 a

顾及 ( 1 , 1 0 ) 式
,

则有

+ T + T

由 = a D I l a 一 a D 一 D I 一D l l 一 D
x l D 一 1 D l l 以 + D

x 一 D l l D 一 D I 一D x x

+ D x x 一 D x 一D 一 D 一 x ( 1 , 1 1 )

或

+ T

币 = ( 以 一 D X , D ; l ) D ; ,
( 。 一 D x , D , ,

) + D x x 一 D x 、 D , , D , x ( 1 , 1 2 )

因为 ( 1 ,

12 ) 式中第一项是非负定阵
,

所以只有当

以 = D x l D I -

式代入 ( 1 , 6 ) 式
,

即得 X 最优线性无 偏估计 为

( 1
,

1 3 )

时
, 小 才为最小

。

将 ( l , 1 3 )

E ( X ) + D x ; D 1 1 ( 1 , 1 4 )ě

卜
将 ( 1 , 13 ) 式代入 ( 1 , 1 2 ) 式

,

并用 D 交代 山 ,

( l 一 E I )

得

D 交 二 D x x 一 D x 、 D I 一D 一 x
( 1 , 1 5 )

当 D
, 1

非奇异
,

贝IJ ( 1 , 1 4 ) 和 ( l , x s ) 式为

又
= E ( x ) + D x ,

D : } ( z一 E I ) ( 1
,

1 6 )

D 贫 = D x x 一 D x , D丁}D l x
( l , 1 7 )

这就是参考文献中随机参数的估计公式
。

因此
,

用伪逆表示的最优线性无偏估计 ( 1 ,

14 ) 及其误差协方差阵 ( 1 , 1 5 ) 是一种广

义的估计公式
, ’

色不要求观测值协方差阵是非奇异的
。
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滤波
、

推估和配置

滤 波

数学模型 1=Ax十△

统计特性

D△ ` =E (△△ T

)
, E ( △ )

= O

D x x = E ( X 一 E X ) ( X 一 E X )
T

D x △ = O

D 曰 = A D x x A
T + D △△

D x l = D
x x A

T

按 ( 1 ,

14 ) 和 ( 1 , 1 5 ) 式由 l 估计 X
,

可得滤波公式
:

( 2 , 1 )

X = E ( X ) 十 D x x
A

T

D 交 = D x x 一 D x x
A T

(

推 估

分两种情形讨论

( 1 )
、

假定无误差
,

用 A X 推估 X ` 。

按 ( 1 , 1 4 ) 和 ( 1 , 1 5 ) 式可得推估公式

( A D x x
A

T + D △ 。
)
十

( l 一 E l )

A D x x
A

T + D △△
)
代

一

A D x x

( 2 , 2 )

( 2 , 3 )

交
,

D 全

= E ( X
产

) + D
x , x

A
T

( A D x x
A T )

十
A ( X 一 E X

, = D x , x , 一 D x , 二 A
T

( A D x x
A T )

十
A D x x ,

( 2 ,
4 )

( 2 , 5 )

特别地
,

当A =
则有

X , = E

D 父

( 2 )
、

假定有误差
,

( X ,

D x ,
、

x ,

+ D
x , x

( D +xx ) ( X 一 E X )

一 D x , x D +xx D x x ,

x,
。

数学模型

= A X + O X
, 十 △

( 2 , 6 )

( 2 , 7 )

用 1推估

( 2 , 8 )

推估公式为

X
产 = E ( x 产 )

D 贫
, = D x , x ,

+ D x , x
A

T
( A D x x

A T + D
` △

)
+

( 1一 E I

一 D x , x
A

T
( A D x x

A
T + D △△ )

十
A D

X x ,

( 2 , 9 )

( 2 , 1 0 )

配 置

数学模型
= A X + B Y 十 △ ( 2 , 1 1 )

式中 Y 为非随机参数
。

上式写成

V = B Y 一 l ( 2 , 1 2 )

式中 V = 一 A X 一 △ ,

则 Y 的估值为

Y =
( B T D

设 Y 为可估参数
,

则 B
T D +II B 非奇异

,

击B )
+

B T D , 1十 l

上式为

( 2 , 1 3 )

Y = ( B T D +II B )
一 ’

B
T

D ; l + l
( 2 ,

1 4 )

它是无偏估计
。

D 全 二 ( B T D 占B )
一 ’

( 2 ,
1 5 )
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由 ( 2
, 1 1 ) 式 :
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l 一 B y = A X 十 △ ( 2 ,
1 6 )

按 ( 1 , 1 4 ) 式得

X = E ( X ) + D x x
A

T
( A D x x

A
T + D △ A )

+

( l 一 B y 一 A E X )
( 2 , 1 7 )

求
x 的方差

,

得

D ( X ) 二 D x I D 一 D l x 一 D x l D ; 一B ( B
`

r D ; I B )一
’ B T D 一 D , x ( 2 , 1 8 )

此即
x
与 X 的协方差

,

故有

D ( X ) = D ( X
,

X )
( 2 , 1 9 )

求 X 的误差方差
,

得

D 、 = D ( 又一 x ) 二 D x x 一 D x 苦D ,+ , D l x + D x , D
,十 , B ( B

·
D ,` , B )

一 ’ B T D ; 卜, D I X ( 2 , 2 0 )

当 D l :
非奇异

,

以上公式即为参考文献中滤波
、

推估
、

配置公式
。

三 具有随机参数的自由网平差

随机参数 X 和观测值 l 的期望为 E X 和 lE
,

协方差 D
x x

和 D △ △ ,

且 D x △ = O ,

令

△X 二 X 一 E X
,

E ( △X ) = O ( 3 , 1 )

误差方程
V = B △X 一 I

J

( 3 , 2 )

式 中

l 一 E l
m 1

) ( 3 ,
3 )

O门

口了..、

一一L

、、...了
mtAl

矛...、

一一B

A 和 B 的歹11秩 R ( A ) = R ( B ) = r < t ,
L 的权阵

一 (
D
几

n 、

)
二

(
P ` “ P x x

) ( 3 , 4 )

( 3 ,

2) 式的最小二乘解

B T P L L B△X = B T P : L L

令

B
T

P L L B = A
T P ` △ A + P

: : = N

则有

N △X 二 A
T

P△ △
( l 一 E l )

N 奇异
,

最小范数 }}△x1 ! 解为

△X = N ( N N ) 一 A
T P乙 么 ( 1一 E l )

协因数阵为

Q
x x ” N ( N N ) 一N ( N N )一 N

当 A 为列满秩
,

N 非奇异
,

( 3 , 8 ) 式为

△X 二 ( A T P。 △ A + P
x x

)
一 I

A
T P△ 。

( 1一 E l )

( 3 , 5 )

( 3 , 6 )

( 3 , 7 )

( 3 , 8 )

( 3 , 9 )

( 3
,

1 0 )
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运用矩阵反演公式
,

顾及单位权方差 毗
二 1 ,

则有

A X = D
x x A

T

( A D x x A
T + D △` ) 一

’
( 1一 E l ) ( 3 , 1 1 )

由 ( 3 ,
9 ) 式得

O
x x = N = ( A

T P△ △A + P x x
)一

’
( 3 ,

1 2 )

运用矩阵反演公式
,

顾及 毗
= 1

D 贫 =

可得

D x x 一 D x x A
T

( A D x x
A

T + D △ △ )一
’
A D

二 二

( 3 , 1 3 )

( 3 , 1 1 ) 和 ( 3
, 13 ) 式即为滤波公式

。

可见求随机参数的滤波公式是木方法的特殊情形
。
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