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切向判别法一数控绘图的一种方法

何 宗 宜

摘 要

本文 系统地介绍 了切向j . ;别 法的原理
,

计其过程及程序设计
。

该方 法 根 据 山

线
,

能划分正 负区的特性和 曲线的 切 线抖率来才空制绘 图笔 笔头动 作
,

成功 地利 用八

向量绘制一般平面曲 线 f x(
,

y ) = 0
,

从而提高计井机绘 图的精度和速度
。

一
、

前 曾

计算机绘图中
,

关于用绘图机摧本动作直接逼近已知曲线的方法
,

近年来
,

我闲先后提

翎犷 出的有
“ 正负法

” ` ” 以及在
“ 正负法

”
绘图摧础上进一步发展的

“
T N 法

” ` ” 和
“

跟踪法
” ` ”

等
。

很大地扩充了能够直接逼近曲线的范围
,

研究了由隐函数定义的平面曲线的绘制问题
。

目前
, “ 正负法

”
绘图动作一般局限于四向量

。

若扩展为八向量绘图
,

显然能进一步提

高逼近精度和绘图速度
。

近来虽有提出八向量绘园
,

但没有提出绘其他曲线的一般方法
。

为

此本文初步探讨 了
“ 正负法

”
八向量动作绘一般曲线的方法— 切向判别法

。

二
、

切向钊别法绘图原理

一
、

墓本思想

设 L是由 f ( x ,
y ) 二 o 所定义的平面 曲线

。

由切向判别法来具体构造 出 L的一 条近似折

线 L 一 m 。 、

m : 、

m
Z 、

… … m
.

的过程
、

如图 1 所示
。

根据平面曲线将平面分成正负区域的特

,

切r
…

去
图 i 正负法八向量动作绘制 f ( x , y ) = 0 11扫线

二长文 1 , 8 3年 9月收到
.
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性和曲线各点的导数值y `
来判断选用八个基本方向之一去逼近曲线L

。

这八个基本 方 向 是
`

、 汾

( 一 x, 一 y )
、

( 一 x , + y )
、

( + x , + y )
、

( + x , 一 y )
、

( 一 x ,
o )

,

( o
, 一 y )

、 一
` ,

7

( + x ,
0 )

、

( 0
, + y )

。

如 图 2 所示
。

首先从 m
。
出发

,

起点 m 。
在曲线 上 即 f

(
x 。 , y 。 ) = o

,

沿 ( 士
x ,

士 y ) 方向走一步
一 x

召 △x “ + △y Z

( }△
x

} 引 △y l
二
绘图步距

,

以下

同 ) x 和 y 前面正负号应适当选取
。

如图 1
,

应

选取 ( + x , + y ) 方向
。

因为m :
点离开曲线

,

它不进入正区就进入负区
。

现在假 定 属 于 负
一

,

J

区
,

即 f ( x 。 + △x , y 。 + △y ) ( 0 , 一旦进入

负区
,

我们应该选择适当方向向正区前进
。

由

数学分析知
,

若某点附近的曲线上能使 }y
尹

! > 1 成立 ,

` .x哮

子̀
,

廿

图 2 八个基本方向

那么它处在以
x
为横轴

、
y 为纵轴的

xo y 坐标系中
,

以 f x(
, y ) = 0 所定义的曲线 L “

较陡
” 的位置附近

。

此时 应 该选 择 沿

士 y 方向前进
。 y 前面的正负号适当选取

。

如图 1所示
。

应选 + y 方向走一步△y , 反 之 如

}y
产

} < 1成立
,

此时应该选取 ( 士
x ,

士 y ) 方向向正区前进
。

因为此时它处在曲线
“
较缓

”

的位置附近
。 x

、
y 前面的正负号适当选取

。

若该点能使 】y ,
} = 1 成立

,

显 然 该 走 ( 士 x 、

士 y ) 方向
。

按这样方向向前进
,

直至到达正区为止
。

进入正区后
,

就应该选择适当方 向 向

负区前进
。

如果 }y
产

1> 1 ,

该点处于 L 曲线
“
较陡

”
附近

,

应该沿 ( 士
x 、

士 y ) 方向向负区

前进
。

如图 1 中的 m :
点

,

应选择 ( + x , + y ) 方向
,

走一步扩 △x “ + △y 名
。

如果 }y
产

} < 1
,

该点处于曲线
“
较缓

”
位置附近

,

应该选择沿士
x
方向向负区前进

。

如图 1中 的 m :
点

,

沿

+ x
方向走一步△x 。

若 】y ` }
= 1 ,

显然应该走 ( 士 x ,
士 y ) 方向

。

技这样的方法向负 区 前

进
,

直至进入负区
。

一旦进入负区
,

则又向正区移动… …依此类推
。

在图 1 中
,

m
`
以 前我

们所选取的方向都是正的
x 及正的 y 方向

, △x 、

△y 都为正
。

当跨过曲线 的 极 值 点 (
x

乳
y宁) 即切线斜率为零的点后

, △y 就得改变方向
,

取负的 △y
。

而跨过斜率 为 无 穷 大 的 点

后
,

即跨过图 1所示点 x( 曹
, y兮) 以后

, x
也改变了方 向

,

变成负的 △x 。

这 样 一 直 走 下

去
,

直至曲线终点 m
。 。

我们就得到 以 m
。 、

m
; 、

m
Z … … m

。

为角点的折线 L
。

用这样方 法

构成的折线
,

折线逼近精度提高了
,

且大大减少走步次数
,

因而提高了效率
。

由于该方法在

逼近曲线 L 的数控判别过程中除了根据曲线正负区特性外
,

还要根据曲线的切线斜率
,

所 以

我们把它称为切向判别法
。

, r

宝
厂

二
、

共本问皿

我们将假设曲线 L是一阶光滑
,

没有奇点
,

并且能变量分离的多项式曲线
。

对于有奇点

的可视为多段拼接曲线的连接而作分段处理
。

用本方法绘图需要解决以下几个问题
:

1
、

判别函数的选择及简化计算

我们在表示同一条曲线的许多解析表达式中
,

选取能划分正负区域
、

计算起来容易的表

达式作为判别函数
。

对于变量分离的代数曲线 f :
( x ) + f Z

( y ) = o 采用判另Ij函数 F ( x , y ) = a ( !r
: ( y ) !

去
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一 I f,
x( ) } )

。

其中 。 起始为 1
,

而每当绘图 笔跨越曲线 F x(
,

y)
= o 的结点或极值点时

a
变号

。

由差分原理知
:

F (
x + △x , y ) = F (

x , y ) + △F (
x , y , △x )

A f
,

(
x , △x

)
= △f l

(
x 一 △x , △x

) + A Z f
:

( x 一 △x , △x )

A
Z
f

:
( x 一 △x ,

八x ) = A Z f :
( x 一 2△x , △x ) + △ 3

f
,

( x 一 2△ x ,
A x )

1 丫

刁t

F (
x , y + △y ) = F (

x , y ) + △F (
x ,

y
, △y )

△f :
( y , △y ) = △f : ( y 一 △y , △y ) + △ Z f

:

( y 一 △y , △y )

△ Z f :
( y 一 △y , △y ) = △ Z

f :
( y 一 2△y , △y ) + △ s

f
:

( y 一 2△y , △y )

且可以证明
:

△F (
x , y , △x ) = 一 l△f ,

(
x , △x

) l

△F ( x , y , △y ) = ,△ r: ( y , △y ) !

2
、

初始△x
、

△y方向决定

初始 △x 、

△y 的方向是随着具体曲线的不 同而不同的
。

一般地说
,

一旦具体曲线及起点

和终点确定后
,

初始的 △x 、

△y 的方向就能确定下来
。

因此
,

这个问题将留给以后讨论实例

时再进行说明
。

3
、

△x 和△y 的变号判别

设变量分离曲线为 f : ( x
) + f

:
( y ) 二 0

,

若 △f , ( x . , △x )
·

△f
:

( x ,一 : , △x ) 镇 0 乡

时改变 △y 的符号
, a
变号

。

若 △f Z
( y , , △y )

·

△f :
( y , _ : , △y ) 蕊 。 ,

改变 △ x 的符号
, a
变号

。

△f ,

(x
, , △x)

, △f Z

( y . , △y 都可能为零
,

这样要连续两次变号
,

导致错误
。

因此 必

须修改变号规则
:

若 △f ,
(

x . , △x )
·

△f
:

( x 一 : , △x ) ` O A △f : ( x . , △x ) 钾 0
,

则 △y 变号
, a

变

号
。

若 △f Z
( y , , △y )

·

△f : ( y , _ , , △y ) 成 o A △f : ( y , , △ y ) 钾 。 ,

贝11△x 变号
, (了变

一

号
。

4
、

终点判 断

收尾工作是消除积累误差的有效办法
。

一般采用强制性办法
。

强行笔头移至终点 ( x : ,

奋

y :

)
。

当曲线表达式为单值函数时
,

如果 lw w
:
一 x :

! < 1
,

就终止正负法过程
。

这里
,

w w
:

是绘图笔 当前位置的
x
值

, x :

是终点的
x
值

,

均以步长为单位
。

y 方向余下的步 数 将 采 取

强制性的办法来完成
。

如余下有十步
、

二十步或更多步数
,

笔头都可一次动作完成
,

到达终

点
。

从以下分析可 以得出
: 收尾工作对绘单值函数可以提高绘图效率

。

当曲线表达式是多值函数时
,

则只有当 }w w
二
一 x :

} < I A }w w
, 一 y

:

} < 1 时
,

才能终

止正负法过程
。

这里 w w
,
是绘图笔当前位置的 y 值

, y :

是终点 的 y 值
。

w w
二 、 x :

意 义

同上
。

5
、

输出规则

我们约定
:
第一步走 ( △x , △y )

,

那么 ;

( 1 ) 如果 !v ,
} ( 1 :
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F(
x , y ) < 0 时输出 (△x , △y ) , F (

x , y ) ) 0 时输出△x 。

( 2 ) 如果 }y
, 】> 1 :

F ( x , y ) ( 0 时输出△y , F ( x ,
y ) ) 0 时输出 (△x , △y )

。

( 3 ) 若 ! y ,
! = 1或 F ( x , y ) = 0

,

则输出 (△x , △y )
。

令G = }y
尹

} 一 1
,

那么以上三种情况可归纳为
:

如果 G
·

F ( x , y ) 》 o
,

输出 ( △x , △y )
。

否贝l]
,

如果 G < o 输出 A x ,
G > o 输出

△ y
。

此外
,

}y
`
! 的值可以用差分近似值代替

。

表达式为
:

洲卜

△f l
(

x , △x
)

!y ,
}到一一一鱼匕

-

一 _
一 △f Z ( y

, △y )
’

△y

!

=

…兰互述
还竺

{ △f “ ( y ,

1

△x )

△f :
( y , △y )

三
、

几种常用曲桂. 制的实例
》

一
、

三次多项式曲雄

在地图制图中
,

图形数字化或测量计算往往是一系列离散点的坐标数据
。

单位函数情况

下
,

相邻二离散点 (
x : , y : )

,
( x ; 十 : ,

y
; 十 , ) 之间根据端点条件可建立形如

:

y = a o + a l x + a : x Z + a 3 x 3

三次插值多项式` 5 ’ ,

我们讨论这种曲线的绘制
。

1
、

计算过程

首先平移坐标原点至曲线起点 x(
, , y . )

,

平移后三次多项式变为

y = p 一 x + p z x Z + p 3 x 3

假设坐标巳化成以绘图仪步距为单位
,

那末

f 一 ( x ) = p , x + p Z x “ + p
3 x “ , f : ( y ) = y

判另.,函数
: F ( x ,

y ) = a ( ! f : ( y ) } 一 } f ,
( x ) l )

用 T a y fo r 级数展开
,

片考虑到 }△xl 二 1 ,

}△y l
二 1

△f : ( y , △y ) = △y , 令△y = Y△ y
,

则 Y = 1 ,

△f :
(

x , △x
)

= 〔 3 P 3 x 2 + ( Z p : + 3 P 3 △x ) x + p 3 + P , + P Z△x 〕△x = X △x

A Z f
:

(
x , △x ) = ( 6 p 3 x △x + 6 p : + Z p : △x ) A x = R

:

△x

△ 3 f
:

(
x , △x ) = 6 p 3 △x = R二△x

l llJ可以简化判别函数的计算
,

此外

布

}y ` } 二 {一豢狱裁
△f z ( x , △ x )

A y )

=
区 }

2
、

程序框图 ( 见图 3 )

①绘图初始状态

笔头处于起点 ( O , 0 ) 位置时
,

给下列单元赋值
: 奋

0 冷 F今W W
:

冷 X X y ;

p , + p : + p Z S IG N ( x t

) 今 X ;
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了

畜

初初值 准 备备

111 乙刀刀

翻翻脚叼冲咐咐

FFF
一

I lx
+ l刃吓吓

儿儿+ ` 二 代
:::

盆盆冲 Q
.

X 于凡 , XXX

图 3 绘三次多项式曲线框图

向

刁t
、

`

S I G N ( x t
) 今△x ;

△x ·

S I G N ( X ) 今△y ;

Z p : .

S IG N (
x .

) 令 R
二

,

6 P s带 R
二 ,

其中
: x : = x ` + : 一 x :

(沙绘图过程

参看框图
。

曲线从 ( 0
,

0 ) 出发后

a 、

计算G
,

G = 区 } 一 i
。

b
、

若 G
·

F ) 0
,

则输出 (△x , △y )
,

计数器 w w
二 ,

w w
,
加上相应的 △x , △y ,

并计

算新值
:

F 一 }x } + 1 今 F 同时修改R
二 、

X ;

R
二

+ R共冷 R x ,
X + R t

今 X
。

如果修改前后的 X异号且修改后的 x 值不等于 。 ,

则 △y 变号
,

从而 F亦变号
。

C
、

若 G
,

F < 0

G > 0 时
,

输出 △y ,

W W
,

加上相应的 △y ,

并计算新值 F + 1 、 F ,

G < 0 时
,

输出 △x ,

W W
:

加上相应的△x ,

并计算新值 F 一 区 1、 F ,

同时修改 R
二 ,

x ,

R : + R二今 R , ; X + R 二

今 X
。

如果修改前后的 x 异号且修改后的 x 值不为 。 ,

则 △y 变号
,

从而 F亦变号
。

d
、

}w w
:
一 x

`

1 < l 成立做收尾工作
,

否则回到
。 。

二
、

日

地图制图中特别是专题地图制作中
,

圆是用途极广的符号之一
。

在制图中一般都给出凹

心坐标和半径
。

从于这样一个实际
J

清况
,

我们讨论了已知圆心坐标 ( x 。 , y 。
)

、

圆的半格 R



已̀ 武 汉 测 绘 学 院 学 报 1协8’ 年

来绘图
。

1
、

计算过程

先建立圆的方程
:

(
x 一 x 。

)
` + ( y 一 y 。

)
’ = R ,

平移坐标
,

原点移至起点
。

这次试验程序以 x(
。 一 R ,

y
。

) 为起点
,

顺时针绘
,

平移后

方程变为
: x 恋一 Z R x + y 么 “ 0

假设坐标都已化为绘图信步距为单位
,

那末

f
:

( y ) = y Z , f l ( x
)

= x “ 一 Z R x

按 T ay lo r 级数展开
,

并考虑到 !△x[ :l △y }
= 1 ,

则有
:

△f :
(

x , △x
) = ZX △x 一 ZR△x + 1 = X ,

么 Z f 一 (
x , △x

) = 2△x △x = 2 = R : ,

△r么 ( y , △y ) == 2△y y + i = Y ,

△ Z f :
( y , △y ) = 2△y △y = 2 = R

,

这样即可简化判别函数的计算
,

此外

洲卜

一 } 二

…二…
, 贝lJ有 。 二

…平{一

若 Y 、 O时
,

则 G “ ao 。

因此在程序设计中应该考虑到这种情况
,

否则计算机可能会溢

出G
。

2
、

程序框图

①绘图前初始状态

△x 、

△y的初始符号由下式决定
:

对于形如
a y + b x + A x Z + B y “ = o 的曲线

1

一 T
·

sI G N ( a B ) a 年 0

△X = } _ s xG N ( bA )
a 二 0

·

S IG N ( bA )

S I G N (
a B )

b今 0T一
|/了、|火

一一y△

按本例
a = 0

,
A 二 B = 1 b = 一 ZR < 0

b = 0

T = 一 1 (顺时针 )
。

故 l 今△x 冷△y

0 今 F
s

l 一 ZR今 X
,

2 冷 R
:

乡 R
, ,

②绘图过程
。

参看图 4
,

曲线从

1 今 Y
。

( 0
, o ) 出发

a 、

如果 }Y } < 。 .
, 、 G , 否则 j澳冬…

一 , 、 G
。 。为预先赋给的一个微小的正数值

。

!
工

1

飞多

一

j 犷
’

b
、

若 G
·

F ) 0 , 输出 (△x , △y )
,

计数器 w w
二

和 w w
,

加上相应的 △x 和 △y 并计算

新值
。

F 一 }X } + }Y }睁 F ;
同时修改 X 和 Y ,

X + R
二

今 X , Y + R ,

冷 Y

如果修改前后的 x 异号且修改后的 x 值不为 。 ,

则 △y 变号
,

从而引起了 F的变号
,

并要

重新修正 Y
。

去
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, 尸

.
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澳军
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图 4 画圈的框图

一 Y + R ,

今 Y

如果X 同号
,

则看修改前后的 Y是否异号
,

是异号且修改后的 Y值不为 0
,

从而引起了 F 变号
,

并重新修正 X :

一 X + R
:

今 X
。

c 、

若G
·

F < 0

当 G > 0 时则输出 △y ,

计算器 w w
,

加上相应的 △y 并计算新值

F + YI }今 F
,

同时修改 Y , Y + R , 今 Y

如果修改前后的 Y异号且修改后的 Y不为 。则 △x
变号

,

从而引起 F变号
,

当G < O
,

则输出 △x ,

计算器 w w
二

加上相应的 △x 并计算新值 F 一 !x[

则 △x 变号
,

) t
并重新修改X :

冷 F , 同 时 修

改 X

X + R
二

今 X

若修改前后的 X 异号且修改后的 X值不为 0
,

则 △y 变号
,

从而 引起 F变号
,

并重新修订

一 Y + R ,
今 Y

d
、

}W W
二
一 X

:

1 < 1 和 } w w
, 一 Y

:

! < 1 同时成立则做收尾工作
,

否则返回
a 。

奋
四

、

精 束 晤

以上系统地介绍了切向判别法的原理
,

计算过程和程序设计
。

该方法进一步运用正负法

原理成功地利用八向量绘制一般平面线 f (x
, y ) = 0

。

通过绘图实验
,

表明该方法是可行
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的
。

目前正负法数控绘图动作一般局限于四向量
。

切向判别法则将其发展为八向量绘图
,

输
,

出规则不仅取决于正负区域
,

还取决于曲线切线斜率
。

用八向量走步动作逼近曲线显然能使

平均误差减小
。

另一方面
,

绘图笔头具有 ( 士 x 、

士 y ) 方向的动作在绘整个曲线过程中减少

笔头移动的总步数
,

从而提高了绘图速度
。

在以〕中
,

曾叙述八向量绘图
。

但提出的方法有

局限性
,

只给出了绘圆方法但没给出绘一般曲线的方法
。

共次
,

所给出方法的输 出 规 则 比

较复杂
,

它有八种不同的输出规则
。

切向判别法则统一为三种输出规则
。

此外在〔4〕中所 给

出的方法没有利用差分来简化计算判别函数值 , 而切向判别法是运用了差分计算
。

由于切向

判别法的输出规则和计算过程简练
,

因而具有程序设计容易
、

绘图速度快和精度高等优点
。

本文写作承徐庆荣老师指导
,

在实验中曾得到郭仁忠
、

孟 明等同志的帮助
。

在此一并致

谢
。
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