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利 用 选 择 权 迭 代 法

进 行 粗 差 定 位

李 德 仁

摘 典

选择权迭代法 是一种可望用于粗差定位的有效方法
。

本文回顾该方法 中几种主

要的不同权函数后
,

从 最小二 乘法脸后 方差估计原理推导 出选择权迭代法进行扭 差

定位的权函数的和统计检脸量
。

通过对不同形式权函数的时比试脸证实 了所提方法

之优越性
。

将其引入丹麦法 中亦获得同样好的结果
。

一
、

序 曾

根据数理统计原理
,

aB
a rda 教授提出了最小二乘法平差系统的内部和外部可靠性理论

,

并建立了一种检测粗差的数据探测 ( D
a at nS oo p in g ) 方法 / 4

,
S

,
6 /

。

近几年来利用该理论

已对摄影测量平差系统的内外部可靠性进行了大量的研究八
,
2

,
3

,
8

,
9

,

10
,
1 2

,

13 等 o/

这些研究从可靠性角度提供了设计摄影测量系统的一些基本原则
。

然而关于粗差的定位和改正问题至今并未解决
,

而这恰恰是可靠性研究的一 个 现 实 目

的
。

数据探测方法只能在已知单位权方差和仅含一个粗差的情况下指出粗差的存在
。

当单位

权方差未知时
,

粗差将在平差中对所有的残差以及单位权方差估值产生影响
,

从而给粗差检

测带来困难
。

表 1列出一元三次多项式平差的三个实例
。

尽管前二例中的粗差已大于相应的

下界值 V
。

艺: ,

但对于数据探测法还是很困难的
:
若以验前方差求统计量 W

. ,

则将有多个超

出检验之临界值 (当。 = 0
.

1%时 K
.
二 3

.

2 9 ) , 若以验后单位权方差求统计量俞
. ,

则 一个也

不超出临界值 K
。 。

第三例 由于粗差已在下界值之下
,

用数据探测法当然无法发现了
。

鉴于

此种原因
,

近年来
,

人们正致力于寻找新的方法来进行粗差定位和改正
,

包括非最小二乘方

法
。

其中选择权迭代法是一种较为切实可行的办法
。

本文从最小二乘法验后方差估计原理出发
,

推导一种选择权迭代法的权函数和统计检验

量
,

然后结合现有的其它各种形式进行对比试验
,

其中重点讨论权函数和统计量 的 选 择 问

题
。

本文 1 9 8 3年 9 月 3 0日收到
-

务

去
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裹 1 橄据探侧法 ( D a at S n

oo p i n g ) 难以位浦粗位的示例

表 1一 I V
。

不: = 9
。

8 2 a 。 ,
V乙, ` 3 5 a 。 , a 。 = 士 0

.

0 0 7
, a 。 = 士 0

。

0 4 4

iiiii 111 222 333 444 555 666 777 888 999 1000

CCC III 一
0

。

2 5 000
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。
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一
0

。

0 0 222 0
。
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一
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。
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。
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一
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0 1 000
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。
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。
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一
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。
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。
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。
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。
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一
0

。

0 0 111
一
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一

0
。

0 2 777 0
。

0 5 555
VVV 去 = 一二共蔽奋奋奋奋奋奋奋奋奋奋奋奋

丫丫 q 1 11111111111111111111111

www
. = 上二 lll 1 5

。
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。
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。
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2
。
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1 000 0
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口口 ooooooooooooooooooooooo

刁了
衰 1一 Z V

。
忍: = 9

。
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V落: ` 1 4 a 。 , a 。 = 士 0

。
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, a 。 = 士 0
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二
、

选择权迭代法的墓本思想和各种形式的权函数

选择权迭代法进行粗差定位的基本思想是
:

由于祖差未知
,

平差从惯常的最小二乘法开

始
,

但在每次平差后
,

根据其残差和其它有关参数技所选择的权函数计算每个观测值在下步

迭代计算中的权
。

如果权函数选择得当
,

且祖差可定位
,

则含粗差观测值的权将愈来愈小
,

直至趋近于零
。

迭代中止时
,

相应的残差将直接指出粗差的大小
,

而平差结果将不受粗差的

影响
。

这样便实现了粗差的自动定位和改正
。

该方法从下列最小条件出发
:

习 P . V t~ - ) M in ( 1 )

其中权函数
P丁

+ ’ == f ( V ;
,

… … ) v = 1
,

2
, … …

具有各种不同的形式
。

I L ,
迭代法

该法来自最小范数法

习 IV {
“ ~ -争 M i n ( 2 )

当 q 二 1 和 q = o 时
,

相应的权函数为

、 卜

。 , , .

1
r

. ’ 一

=
~ ~

-厂二丁二二
~

二 - .

-
~ ~

1V i l + e
( e , 0 ) ( 3 )

1
p丁十 ’ = 又可万石

一

( e , 0 ) ( 4 )

但必须指出 L ,
迭代法之第一步乃最小二乘平差

,

所以它与 ( 2 ) 式之直接最小范数 解

法有明显的区别
。

2 丹 * 法

丹麦法有多种形式的权函数
,

第 1次迭代
:

第 2
,
3 次迭代

:

奋
一种据称适合于摄影测量平差的权函数为 / 15 /

:

( 5 )

、 l口eses月1.

1
、

l
lweoeet夕

以后各次
:

P . = 1

。 ,
_

( I v :

、
r 渔 = t 七 x P . 一 爪

一
l

\ 一 、 、 U l

。 /
_

r I V
;

、
P . = t e x p } 一 l

一
,

\ 一
、 、 口 I

’

`

〕)
” 。 。

’ 。

! )
” ’ “

K u b议 提出的权函数则为八盯
:

( 6 ) 丧

乃l

|1
1

1
、一P, + ’ = P

’ ·

里( V
,

)

, I
v
}材 p。 /

_

4翔

—
, 、 、 `

m
。

e x p 一

(业 l夕鱼吐 )
,

若
人 C .

lIT
o ,

1
v
l了 p 。

m
-

》 C

/rll

J
ó

l
.

esl
、 、

一一
、 .了

V
矛气
ó

月几
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, 卜
日

其中
,

C = 3
, p 。

为权系数
,

m
。

为观测值中误差
。

3 带权 n a t a S n o o p i n g 法八4 /

((责)
“

戈
、

若 w
`
》 4

。

1 3

若 w . ( 4
。

1 3

( 7 )

a 。
了 q丫丫

,+.WP

其中
,

4 从 R O b us t 原理 出发的选择权迭代法 / 1 8 /

刁了
W er en r 从满足 Rob us t 估计的五个条件出发

,

对平面区域网平差采用下列权函数

p 4 = p 。

〔面击丽〕 当=Q 带
> Q限值

P一 = P o e 一 l 卜 . v - 当Q《 Q限值且 p 》 p二
。 :

( 8 )

P . l 一 !

a ·

卜 卜 1 0 P二 : 。 : 〕 当Q ` Q限值且 p · `一 > ” > p 。 ` “ ’护..、
0

P一一2P

p s = p o l 一 2 当Q《 Q限值 且 p《 p
。 : 。 :

式中

斌 r . `

k

曰工一<口

一r/矛

滋 k = k
。 。 :

一 ( k二
. : 一 k

二 I 。 1 0 1

1 0 0 + Q :
( 9 )

d = d
。 一二 + ( d二

。 : 一 d o . 。
6 2 5

6 2 5 + Q
:

且 p “

为观测值之先验权
, 。 。

为先验单位权中误差
。

三
、

从脸后方差估针原理导出的选择权迭代法/ 17 /

李
上面所提及的权函数多为经验选取

。

事实上
,

粗差可视为来自期望为零
、

方差很大的正

态母体之子样
。

通过最小二乘法的验后方差估计
,

可求出观测值之验后方差
,

再利用方差检

验可找出方差异常大 (即含粗差 ) 的观测值
。

然后给予它一个相应小的权进行下 步 迭 代 平

差
,

便可逐步地进行粗差定位
。

这实质上就是上一节所述之选择权迭代法
。
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.

, 必

统计检脸 , 的构吐和权西橄的导出

大地测量和摄影测量平差往往包含多组观测值
,

每组内的观测值具有相同的精度
。

若假

定观测值互不相关
,

则可按 F 6 sr t en r 八 l/ 提出的方法估求各组观测值的验后方差
。

,

2
,

… … k 为组号 ) ( 1 0 )
叭一侧一

一一
2
`..<a

其中

r , = S p u r (Q v v P

-
` — 皿

( 1 1 )

于是下步迭代中各组观测值的权为

P下
+ ’

(粤卜 ) ( 1 2 ) 、卜

其中
` : V , P V

口 。 =

— 丁一
~

( 1 3 )

为了发现每组观测值内的粗差
,

现对第 i 组内任一观测值 1:
.
。求其方差估值

应的多余观测分量
r , .

, 。

由 ( 1 0 ) 和 ( 1 1 ) 式可得到

` : V于
_ :

U 卜 , =

一
r 五 ,

序

r : .

, = q丫丫。 ,
·

p二

粉
于是可建立下列统计量来检验该方差是否异常

,

即相应的观测值是否包含粗差
。

0H 假设
:

(E 言乳

统计量
: T . ,

, =

,
) = E ( a

八 2

仃 一。
;

或更一般地写成

甲 v 誉一
’
p .

二 1 . 口 = -万二「一一一

—
-

V 专
. , ·

P .

八 1

口 o q 百 ,
.

P I .

去
此处 P .

可理解为第 i 组观测值之验后权或验前权
。

假如观测值 1二 , 不含粗差
,

即 H
。

假设成立
,
则统计量 T 二 ,近似为自由度为 1 和 r . 的
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中心 F分布
。

若 T :.

, > F二 : 二 , ,

则表明该观测值方差与该组观测值方差有显著差 异
,

就

是说
,

该观测值不属于第 i 组
,

很可能包含有粗差
。

于是按下列权函数计算下一次迭代平差

中观测值的权
。

P : : , =

{
{

八 2

P
v+ l _ U o

压 一 八 2

口 :

八 名 八 名

U
。

口
。 .

当 T : .
, < F 。 . : ,

( 17 )

, , 一 V 荟
_ .

U
. : 。 , ,

当 T 二 。) F
。

一

对于仅含一组等精度观测值之平差
,

其统计量和权函数相应为
:

T l
V 考

八 名

a 0 q l l P :

( i == 1
,

2
, … … n ) ( 1 8 )

刁『

当 T . ( F
。 : t . ,

2
。 q丫丫p .

v
l

( 19 )

当 T . ) F
。 : : .

1八。一
P

应当指出的是
,

这里为选择权迭代法导出的统计检验量和权函数仍属于最小二乘法的范

畴
。

2 与 B a ar d a
的狱据探侧法之比较

在一般式 ( 1 6, ) 中
,

对于第一次迭代有 P . = P二 , ,

于是得到

滋
T
于
生

V -

口 。
了 q丫丫

( 2 0 )

这正是在未知单位权方差时进行数据探测法的 t (或 : ) 变量
。

法之第一次迭代
。

由于第一次迭代
,

含粗差观测值的权是不正确的
,

所以数据探测法为 本 方

所以所有的残 差 及 叭

均受其影响
,

此时的估计是有偏的
。

而本文提出的迭代法则通过反复迭代
,

权逐步减小
,

以致接近为零
,

因而最终它将不影响平差结果而获得无偏估计

使粗差观测值的

概括而言
,

数据探测法是用 t (或 : ) 检验一步法检测粗差
,

是有偏的
。

而本法作 为 数

据探测法的发展
,

是用 F 检验多步迭代法进行粗差定位
,

估计是从有偏到无偏
。

此外
,

由于选择权迭代法中
,

含粗差观测值之多余分量将逐步趋向 1
。

根据下式

、

一
一办一一.皿

,O`O

断
( 2 1 )
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则最终可发现的粗差均接近于观测值中误差的 6。
倍

。

这就是说
,

选择权迭代法还可 以 改 善
、

月

叫吧

内部可靠性 (见下文表 7
.

3和 表 7
.

4)
。

四
、

不同的选择权迭代法的对比试脸

我们可将不同选择权迭代法的权函数按其内容分类为
:

( i) 残差的函数

ii ) 标准化残差的函数

iii ) 方差估值的函数

P ` = f : ( v ` )

P , = f :
( w

。
)

P i = f : ( 口 l
)

( 2 2 )

( 2 3 )

( 2 4 )

若技其形式则可分为

( i) 幕函数

( ii ) 指数函数

孰为最优 ? 我们取对单粗差可定位系统
.
为例进行对比试验

。

因为如果一个权函数 对 单

粗差系统就不合适
,

则对多个粗差同时定位将无从谈起
。 ) 卜

I 用作对比试脸的算例和各种权函傲

本文取一元三次多项式平差为例 (见 / 6 /和八 9 )/
,

其函数模型为

y = f ( x ) 二 a o + a : x + a : x 名 + a s x s
( 2 5 )

未知参数的期望值为

E (
a
)

=
( 0

,
2 1

, 一 1 0
,

1 ) 尹

对于 x = ( o
,
i

,

2
, … … ,

9 ) `

观测值期望
E ( y ) =

( 0
,

1 2
,
1 0

,
0

, 一 1 2
, 一 2 0

, 一 1 8
,
0

,
4 0

,
1 0 8 )

尹

按等权最小二乘平差求得残差之协因素阵 Q v v 和相关系数阵 p v v
列 于表 2 和 表 3

,

按

( 2 1 ) 式求出之 姚二 值则列于表 4
。

可 以看出
,

该系统的内部可靠性数值差别还是较大的
。

试验采用的各种权函数汇列于表 5
。

作者对丹麦法赋予三种不同内容的权函数
。

取不 同大小的祖差 (从 4
.

5口
。

到 35 a 。
) 和粗差落在不同内部可靠性的观测值上进 行 试

验
。

试验结果列于表 6 和表 7
。

表中的 。 :
为平差未知参数与真值相比较而求出的中误 差

,

L :
代表惯常的非迭代的最小二乘平差

。

综观表 6 和表 7 的结果
,

只有权函数作为验后方差估值函数的选 择 权 迭 代 法 L , v s 和

L。 3
才能在所有的情况下正确地进行粗差定位

。

它们甚至能发现和改正小于不可发现租差的

下界值
v 。 l 的粗差 (见表 7

.

3和了
.

4)
。

扮

2 权西盆的选择

为了有效地进行粗差定位
,

权函数的选择应满足下列条件
:

( i) 通过迭代
,

含粗差观测值的权应逐步趋近于零
,

亦即其多余观测分量应逐步趋近

于 1
。

.
关于粗差定位可能性需专文讨论

.

在不计偶然误差影响时
,

若残差相关系数均小于 1
,

则可视为单祖差可定位系统
.

去
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( ii )不含粗差观测值的权
,

在迭代中止时应等于该组观测值的权 (验前给定或 由验后

方差估计求得 )
。

当仅含一组观测值时
,

其权应为 1
。

对于不含粗差之系统
,

平差应回到通

常的最小二乘法平差
。

( iii ) 迭代过程应能收敛
,

且有较快的收敛速度
。

为了检核第一个条件
,

图 1
.

1和 1
.

2分别对粗差为 35 a 。
和 4

.

5u
。

绘出含祖差观测值 的 多

余分量在迭代过程中的变化情况 (其它两例亦同 )
,

从中明显看出
:

— 当权函数简单地取为改正数 V .
的函数 ( L

: ,
L

。
和 L 。 :

) 时
,

它只能对落在内部可

靠性好的观测值上之粗差进行定位
。

当粗差落在内部可靠性差的观测值上时
,

其多余观测分

量反而递减
,

因而平差结果比一般最小二乘平差结果更差
。

其原因在于简单的残差并不总能

反映粗差的大小
。

杯 与 . `

{厂
一

`

淤
-

一
` ”

劣
了一

`

一
“

一 - 一一 一 一一 L , .

、 受之泛
- 一 t 一一怡一一一士

~ 一 ~

一
~ 一 一 6

~ ~ 一一
- - 一 . 与

一一啥一一嘴一
, 口以扭

. 扭是么 ` 上 一 , 扭 1衣 `
, 上

女 图 1
.

1 含祖差观测值的多余观测分量在迭代过程中的变化 (粗差约为35 a 。
)

— 当权函数取为标准化残差的函数 ( L
D : 和 L oH ) 时

,

含粗差观测值的多余分量或递

增
,

或振荡或保持不变
,

但永远不能趋近于 1
,

因此也是不可取的
。

— 只有当权函数取为观测值验后方差的函数时 ( L , v : 和 L 。 3 )
,

含粗差观测值的 权

才能在迭代过程中不断 递增
。

其中 L D 3
总能达到 1

,

而采用 L P v : 法时
,

当粗差不大时
,

它

将根据最小二乘原理
,

以相应小的权参加平差
,

所以也是合理的
。

应当指出
,

W er en r / 1 8 / 采用的权函数也是验后方差的函数
。

这是因为其最本质的权 P
:

(见 ( 8 ) 式 ) 取决于

粉 a .

! V
,
}=

} v
,
[扩万不

a 。 J r : .

K

( 16
护

)

它与 (1 6, ) 式是一致的
。

` 曰口
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如果将 Kb u ik的权函数 ( 6 )式中
,

P
。

理解为先验权
, m 。 =

言
。
了石 (因为原文交 待

不详 )
,

则它也属于同一类权函数
。

为了检验第二个条件
,

取不含粗差的观测值进行试验
。

结果表明
,

凡进行统计检验的方

法均回到一般的最小二乘平差
。

只有不作统计检验之 L : 和 L
。
导致比 L :

稍差的结果
,

可见

统计检验和判断是必要的
。

至于收敛性
,

从表 6
、

表 7 看出
,

采用指数函数时收敛较快
。

不收敛的情况发生在 L 。 :

和 L o H
中

,

因为它们可能导致周期性振荡 (见图 1
.

幻
。

川龟

纽一一一
`

一

丫
.肠“刃龚厉矛

,

- 一 L p l
L” L .

石下二二二二二二厂 一
”

、 一一一一一一一 :L

皿 ,

时 扭是衣三. 占
电抓狱

公 , 4 ,

` ) 粗注在 `
, 上

璐买次东

图 1
.

2 含祖差观测值的多余观测分量在迭代过程中的变化 (粗差约为 4
.

a5
。
)

为了加快收敛和处理较大的粗差 (如 1 0 00 a0
。
)

,

可同时引入一个大的临界限值 F
。 . 二 . : ,

若 T . > F 。 . 二 。 二 ,

则直接置该观测值的权为 10
~ 忽。

或 O
。

试验表明是有效的
。

综上所述
,

选择权迭代法的权函数应为观测值验后方差的函数
。

本文提出 的 L P v s 和 将

它引入丹麦法之 L。 3
是可推荐的

。

备

3 统计检脸 l 的选择

对于选择权迭代法
,

如上所述
,

进行统计检验是必要的
。

在表 5 中有三种不同形式的检

验量
:

( i ) 简单残差检验量
_ I V

;

!
1 1 = 一一叹一一一

口 o

( 2 6 )

诀

( ii ) t 一 (或
T 一 ) 检验量 T Z = w

i } V
,
1

。
矿 q丫丫

( 2 7 )

卜`
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111) F检验量

. T3二 T含
=

T
3 = T育

;

} V。
}

a 。
了 r`

( 2 8)

{ V二 。
}了 P;

a 。
了 r; .

,

( 2 8 ,
)

翅f

为了正确地进行粗差定位
,

统计检验量应当满足的条件是
:
含粗差观测值之相应统计检

验量在迭代过程中应逐步增大
,

迭代中止时它应能反映实际粗差的大小
。

为此
,

图 2
.

1和 2
.

2 绘出含粗差观测值之相应统计量在迭代过程中的变化
。

从中看出
,

简单检验量 T
:

只对内部可靠性好的观测值粗差有效
,

t 检验量 T : 在迭代过程中或保持常数

或周期振荡
,

只有 F 检验量能在任何情况下指出和反映粗差的大小
。

其中 L
, , .

法的方差检

验更能反映粗差的大小
。

与统计检验有关的一个问题是检验时临界限值的确定
。

在未知单位权方差时只能采用统

计方差
。

此时有两种不同的处理方法 (见表 5 )
,

即固定 限值和可变限值法
。

固定 限值法为

了顾及开始迭代时粗差对单位权方差估值的影响
,

一般规定 K = 2 (或 2
.

5)
,

相当于
a 二 5%

(或 i % )
。

尽管如此
,

固定限值仍可能在开始迭代时漏去粗差
,

而且对于最终决断
,

此限

值又偏小
。

因此作者在 L , v 。 和 L。 3
中采用可变限值法

。

在前三次迭代中取 K = l 以 防漏去

粗差
,

而从第 4 次起则取 K = 3
.

29 a( = 0
.

1% )
,

以避免将非粗差当作祖差
。

本质上讲
,

它
八 ,

应取决于一旦卫一 = Q
·

的值
,

( 9 ) 式中的限值便是如此处理的
。

叮 o

试验表明
,

变动限值法较好
。

之脚 ( .1 )
.

/ /
`” `

”

厂一
.L

· ` 况 ,

卜~ ~ ~
.

一

....妞`

..........
.̀了.己.

.

右
`俪

砚币 ,

与
心 了枯》

~ ~ ~ 一
.

一
`脚 ` 肠 ,

卜
.

一-
- , 一一一

布如

厂扩一
tJ ee

f
朴

l
声

扮 图 2

, 扭滩班 气上 ` 祖己!
. , `

含粗差观测值之相应统计检验量在迭代过程中的变化 (粗差约为 35 a 。
)

.
为便于对比

,

此处取其开方根值
.
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L ` r T. )

: 入令 ` 石
,

疾卜丫左、 乙咐 `几 )

、砰
.

||升

`用 `、 ,

一一 一 一 一一 一 `勿 ( 1’ ,

一 , r 一一刊卜一寸一一叫脚吸 鱿成橄 丫
. ,

图 2
。

2

粗 t 食止
一上 .) 拉通衣 t

. 上

含祖差观测值之相应统计检验量在迭代过程中的变化 (粗差约为 4
.

a5
。
)

关于多个粗差的定位问题
,

由于涉及多个粗差的可定位性或可 区分性
,

拟另文讨论
。

五
、

,卜 桔

l
、

观测值中含有的粗差可以看作取自期望为零
、

方差很大之正态母体的子样
,

通过验

后方差估计和方差检验可以在迭代过程中将它找出
。

若给予它一个相应小的验后权则可逐步

实现祖差定位和改正
。

这是从最小二乘法意义上理解的选择权迭代法
。

并且可将此法理解为

B aa dr a 的数据探测法的引伸和发展
。

2
、

通过本文所作的不同选择权迭代法的对比试验表明
,

按照验后方差估计原理导出的

权函数应作为选择权迭代法的权函数的基本成分
。

若采用指数函数可加快收敛速度
。

3
、

观测值的验后方差与其应有值 (验前值或该组观测值的验后方差 ) 求得之方差比应

作为选择权迭代法进行粗差定位时的统计检验量
。
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