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研 完用刚量控制网进行监 视的不同复杂程度的地 壳或其他时 象的运动模型这项

科学任务
,

不能按呆板的程式而 只能针时各个具体情况 来完成
。

为了抓住各种各样

可能 出现的现象
,

如 同其他科学领域一样
,

分析人 员的手段必须是灵活多样的
。

本文在于阐述从几何与统计的角度研 究控制 网图形一致性 与仿封性 的 一 般 方

法
。

文 中所介绍 的方法非常适用于在计算机 图象荧光屏上人机衬话式地工作
。

除 了

单个点的 变形分析外
,

还可衬有限单元
、

部分网
、

跨断层的过渡 区或整个 网进行研

究
。

比较 网的多种不同形式的设计是不受限制的
。

不论是均匀变形还是非连续 变形

均可处理
,

韭给予定性与定量的描 述
。

文 中特别注意到 几何上的严密性
。

1 日 I 佳乡
占 . J

二
二翻

平而与高程控制网是检查几何物体平面
、

今

渗
图 1 沿着断层作反向板块运动的应变累积

高程与形状变化的一个重要手段
。

人们往往放

弃测定物体相对于可视为不变的参考系统的位

置变化
,

而满足于考察代表物体的一组点之间

的相对位置的变化
。

因此求绝对位移的任务也

就转化为求相对位移
,

更恰 当地说就是求形状

的变化
。

在研究当前地壳运动的领域里
,

地壳的一

部分被视为可变形的
,

这种变形可以是连续的

或非连续的
。

为了求得这个变形可将所研究的

这部分地壳用若干个点来表示
,

其相对位置通

过测量加以确定
。

这些点的总体就表现为一个

测量控制网
。

网形的变化正是由于地壳的变形

而引起的 , 它可作为其他学科的科学工作者进

一步研究的重要信息来源
。

为了直观起见
,

在图 1 中带有模型性质地

描述了沿着断层的两个地质构造板块的反向运

动
。

木文 19 8 3年 了月 1 3日收到
.

,
西德慕尼黑联邦国防军大学教授

.
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用格网表示的控制网横跨断层V ,
将两个板块 I 与 五连系在一起

。

图 a1 表示初始状态
。

在两个板块作均匀而方向相反的运动时
,

如果由于摩擦与块状结构使得这两个板块尚未出现

保持形状不变的相对滑动的话
,

则首先是直接跨在断层上的那一部分控制网发生均匀的仿射

变形 (图 lb )
。

在持续不断的运动与错位不断增大的情况下
,

相衔接的控制网部分也逐渐地

出现变形 (图 1。 )
,

直到最后所积累的应力通过一次地震被释放为止
。

这时可 以看出断层两

边的控制 网部分作互相平行的移动而其本身不再发生形状变化 (图 d1 )
。

显然
,

这个例子是一个非常简单的模型
。

尽管如 此
,

借助于这个模型仍然可以使得用应

变分析来描述控制网几何图形扭 曲时所出现的多数问题变得直观一些
:
如图形一致性检验

,

仿射变形和相对刚体运动 , 此外尚须考虑一些附带的问题
,

如互相无关的单个点的运动
,

或

测量上有关可估量和基准变换的不变性的典型问题
。

幸

2
.

控制网比较的依据

众所周知
,

控制 网变形状态的分析是以比较不同时间的观测结果为依据的
。

由于观测资

料中一般都含有多余观测
,

因此须要进行加工
,

从而求得平差后的观测值
。

但是人们通常不

是直接对观测值进行平差
,

而是选择计算技术上有利并且直观的途径
,

即对控制点的坐标进

行平差
,

其中这些控制点之间系已作过观测
。

然而
,

上述两种方法的本质区别却不可忽视
:

平差后的观测值只是相对量 (一般测量观测值总是只能使两个或两个以上的控制点之间产生

联系 )
,

而平差后的坐标则是绝对值 (一个点本身的坐标是可以单独存在的 )
。

不过这种绝

对性只是表面的
,

因为它是通过某种随意的措施 (如通过坐标系统与测量基准的规定 ) 而得

到的
。

这种在坐标中含有的随意性必须引起我们的注意
。

今

2
。

l x一方法

以下假定
,

首次观测与重复观测的两个周期可 比较的控制点有
n
个

,

其坐标向量
x :
和

x : ,

按最小二乘法算得的协因数矩阵 Q
二 : 和 Q

: : ,

单位权中误差
s : 和 s : 以及多余观测数 f :

和 f :
均巳存在

。

控制点可作比较的条件在于
,

按控制点的个数与点位所确定的 网形 是一致

的
。

(观测值的类型
,

数量和精度则不一定是一致的 )
,

而且测量基准问题的处理也应是一

致的
。

设 A ,
与 A Z

表示两期比较网的设计矩阵
,

则上述条件可 以详细表示为 ( 5{
.

}列空间 )

s { A T } = S { A百} = s { A T
}

S {Q
: :

} 二 S { Q
, ,

} = S { Q
二

} ( 1 )

x : 6 5 { Q
二 :

}
, x 2 6 5 { Q

二 :
}今

x : , x : 6 5 {Q
二

}

这里的出发点是
,

基于测 量一几何上可 以给予解释
,

Q
: . 和 Q

二 : 应为设计矩阵 A TA
: 和 A百A

Z

的广义最小二乘反射逆
。

对于正则矩阵的逆和迹最小或部分迹最小的逆均如此
。

如果控制网中包含有不可比较的控制点
,

则须通过约化 (对此现有各种不同的约化方法

可供使用 ( B入H R
,

19 7 8 ) )
,

或通过相应的基准配置来消除其影响
。

当人们对两期控制网进行比较时
,

如前所述
,

可按两期平差后的坐标或平差后的观测值

建立关系式
。

这里先组成坐标差

像

毒

一
, ; .

} x :

= 入 2 一 x ` = l 一
二 二

I (
} X Z

( 2 )
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二 在各期观测互相独立的情况下
,

其协因数矩阵为

Q
。

= 卜 1 1 } = Q
: : + Q

l

( 3 )

olQQO

啥

顾及 ( 1 ) 式有
u 任 {Q

。

} ( 4 )

若 E { s :

} == E { s :
}

,

则由

5 2 = ( s专f
: + s羞) / f ( 5 )

可求出单位权方差
,

其中 f = f ; + f :

因此
,

协方差矩阵为

C
。

= 5 Z

Q
。

( 6 )

u 、

Q
。

和 s 么 即为按坐标法 ( x一方法 ) 进行控制网比较的主要元素
。

2
。

2 1一方法

根据平差后的观测值 艺进行控制网比较的前提条件在于
,

由平差后的坐标计算出与基准

配置无关的函数 , 尤其是观测 值本身就属于这样的函数
,

但也还有其他等价量
,

如任意的角

度
、

距离或距离之比
。

设这些
“ 观测值

”
的全体为

乙l = L x :

忿: = L x :

( 7 )

( 8 )

今

其变化量等于

d艺== L ( x : 一 x x
) = L u

( 9 )

协因数矩阵为

Q
d : = LQ

。

L l
’

( 1 0 )

协方差矩阵为
C d : = 5 Z

Q d :
( 1 1 )

为了对两期控制网进行比较
,

至少需要这样多的函数关系上互相独立的元素 落. 和 d乙. ,

即由这些元素可 以将控制网的几何图形唯一地确定下来 , 这就意味着

S { L
T
} = S { A T

} ( 1 2 )

d忍
、

Q d : 和 s “
即为

“
平差后观测值

”
类型 ( 不一方法 ) 的主要元素

,

对 于控制网的比较

来说
,

它和按
x
一方法所用的元素是等价的

。

3
.

比较网的图形一致性

渗

如果在一向相同的网形中
,

坐标差
u
可以仅仅通过单位权标准偏差

的离散性来解释的话
,

则可认为两期 比较网的图形是一致的
。

3
.

1 按 x一方法圈形一致性的检验

图形一致性的检验可以通过方差检验来实现
。

为了进行方差检验
,

方差 ( r {
。

}秩 )

: 艺二 q
。

/ f
。

其中

s 所代表的观测结果

必须由坐标差
u
组成

( 1 3 )
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q
。

= u TQ万
u

( 1 4 )

f
。

= 2
. u 一 d = r {Q

。

}
= r ( 1 5 )

此处 d 称为函数模型的基准秩亏
。

在满足条件 ( 4 ) 的情况下
,

二次型 ( 14) 是与逆 Q二的

类型无关的
。

如果坐标差仅仅是由于观测结果的离散性引起的话
,

则可提出如下零假设 ( E {
.

} 期 望

值 )

H
。 , E {

x :
}
二 E {

x :

} ( 16 )

或

E { u } 二 0

因而还有

E { s告} = E { 5 2

} ( 1 7 )

由于 : 艺和 5 2
统计上互相独立

,

且在零假设成立的情况下遵从中心 x 么分布

f
。
s 去/ \’)

, ~ x 艺 ( f
。

)

fs Z

/ 6
2
~ x Z ( f ) ( 1 8 )

因此
,

对于商 T乏分布公式 ( F {
.

} F is h e r 分布 )

亩

今

H
。 : T : = 卫乡、 F ( f

。 , f , 。
)

吕 一

( 19 )

是适用的
。

由此可建立一个检验统计量
,

当它满足不等式时就表明在显著水平
a
下没有理由拒绝零

假设
。

如前所述
,

坐标差向量
u 和坐标系统以及测量基准有关

。

坐标系统的变化将影响到坐标

差
,

但不影响点的 ( 可看见的 ) 线位移
,

而测量基准的变化还影响到点的 ( 可看见的 ) 位

移
,

但不影响相对关系或相对位移的信息内容
。

这个结论可 以通过证明二次型相对于参考系

统的变化保持不变给予证实
。

设
u :
为相应于某一特殊测量基准的坐标差向量

,

Q
。 :
为相应的协因数矩阵

。

通过相似变

换 ( S一变换 ) 则可给出所有解的全体
u = u x + H

.

P

H包含相似变换的系数
, p

Q
。

表示相似变换的参数
,

即
x : 1 0 1

( 2 0 ) 协

H =

P T =

由解的全体 ( 2 0 )

U : =

一 X 里 y

Q 111

可以选出另一个特解
,

例如

u 一 + H P ( 2 1 )

为了将 u :
唯一地确定下来

,

就必须提出某种条件
,

如

B ? u : 一 b = 0

将 ( 2 1 ) 式代入 ( 2 2 ) 式
,

可得

B T u r + B TH p 一 b = 0

因此
, p 是这样一个变换向量

,

它在条件 ( 2 2) 之下通过相似变换将
u :
变换到

u Z 。

必须是正则的
,

即在 B T 里不能包含有
u 的可估函数 d不 ( 比较 ( 9 )式 )

,

对此有 lL l

( 2 2 )

( 2 3 )

这里 B T l l

二 0
。

因

专
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此只须考虑其他有关的条件
,

如参考系统的配置
。

于是有

p =
( B

T H )
一 1 ( b 一 B T u x

)

和
u Z = u i + H ( B

T H )
一 1

( b 一 B T u :
)

由于 b 为确定性的配置
,

它不影响随机性
,

因此
u :

的协因素矩阵为

Q
· : “ ( I 一 H ( B

T H )
一 ’ B T ) Q

· : ( I 一 H ( B
TH )

一 ` B
`

『
)

T

实用上一般选取

( 2 4 )

( 2 5 )

( 2 6 )

廿

奋

b = 0 ( 2 7 )

B的一种表达式

B == 1
.

H ( 2 8 )

( 1
.

为选择单位矩阵
,

其中包括任意选择的若干个但至少为 d 个 1 的对角线元素 ) 一 方面

可以保证作保持网形不变的相似变换
,

另一方面又使得测 量基准的配置十分灵活
,

这是因为

通过 1
.

中占有元素的选择可将任意一个解转换成任意一个别的解
。

按照矩阵 1
.

中元素的 数

目与排列即可将控制网无缝隙地拟合到一个唯一确定的测 量基准上
,

或以间隙平方和为最小

的方式拟合到一个超定的测量基准上
。

在 卜 为部分占据时对于 Q
。 :
就意味着部分迹最 小

,

而在完全占据的矩阵 1
.

= I的情况下则表示 M oo r e一 eP
o r os e 逆的

“

内部解
” 。

由 ( 2 7 ) 式和 ( 2 8 ) 式最后可将参考系统的变换公式写为

P = 一 (H T I
,

H )
一 I H T I

,
u l

( 2 9 )

u : = D : u 一 ( 3 0 )

Q
。 ? = D : Q

。 : D百 ( 3 1 )

其中

D
Z = I 一 H ( H

T I
.

H )
一 I H T I

.

( 3 2 )

对于特殊的目的
,

甚至可 以将矩阵 H 修改 ( P R E Sco TT
,

1 9 8 1 )
。

现在设

q
“ : = u

IQ万
u : ( 3 3 )

为相应于参考系统作某一种特殊配置的坐标差
u :
的二次型

。

借助于关系式
一

( 30) 和 ( 3 1)

可以求得相应于另一个解
u :
的二次型 q

。 : :

q
。 : = u百Q二

Z u : = u
TD百 ( D

: Q
。 : D百)

一
D Z u :

= u
百Q下

: u : == q
。 : = q 。

( 3 4 )

渗

因为 D百( D
Z

Q
。 : D百)

一
D 么
由于

r
{ Q

。 :

} = r { Q
。 :

} 的缘故而成为 Q
。 : 的一个 g 逆 ( R A O 和

M I T R A
,

1 9 7 1
,

第 2 2页 )
。

因此这就证明了
,

参考系统的配置
,

或换个方式表达
,

即刚休运动是不会影响到两个比

较网图形一致性的检验的
。
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一
,

一
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图 Za : S变换的依据
:
第 3 点 (

x 3 , y ,
) 图 Zb :

和第 1 1点 ( x
: : )

图 2 变形场的与基准有关但等价的描述
:

S变换的依据
: 全部控制点

q
。 1 = q

。 2

8
。

2 抉 忍一方法圈形一致性的检牲

如果人们想用 乙一方法进行网的比较
,

则可摆脱
x
一方法中参考系统随意选择的麻 烦

,

因为量 d忿 ( 9 ) 和 Q ` : ( 1 0 ) 是与基准无关的
。

这类函数一般为距 离与角度 ( W E L S C H
,

1 9 8 2)
。

首先设 p ;
与p i点之间的距离为 S

、 , 、

兄 ( 3 5 )
s = ( ( x j 一 x ,

)
名 + ( y , 一 y 一 )

2

)
/洁

其变形量为 d卜 ds

d s = 5 2 一 s :

( 3 6 )

于是 ( 9 ) 式中的函数矩阵 “ 包含微商
奥

、

奥
、

粤
、

奥.

~
、 , , - , · - ,

一~
·

一
· ·

一 曰
·

一 a x 一 ’

a y . ’

。X , ’

。 y -

诀

L d . = 卜
e os t . , 一 s in t . ,

其中 t . j 为 p :
点至 p

,

点这条边的方向角
。

角的变化略去不计
。

边的线伸长可以定义为

e o s t . , s i n t 一 j

对于公式推导
,

( 3 7 )

可 将由于网的变形而引起的方向

e =
目

卫主二互上
一

S 1

令 d忍= e ,

则 L = L
。

三 5 2 _

S x
( 3 8 )

= 工 L 。

( 3 9 )
夺

若函数为 p .
点至 p i

与 p 、
点之间的角度

a
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幸 a = t l、 一 t1 5“ a r ea t nyl二
一

y` 一 a r e ta n一

y`
~

yl

X k一 x. X s一 x-

(4 0)

面如a x
一

抓
角度变形为 d乙 =g =。: 一: a ,

则 L = L
g

也类似地含有导数

L
: =

{
一 卫i旦 塑

~

一 +

S 几 i

5 i n t , k

5 I k

一
旦丝二亘

如

_ 卫匹五
_

上

S ! j s 蕊 k

5 i n t 一 ,

S 一 j

e OS t . 5

S 口 1

5 i n t 一 k e OS t i 、

5 1七

( 4 1 )

净

作为检验统计量基础的与 ( 14 ) 式相应的二次型为

q d t 二 d乙TQ了: d乙

这是与基准无关的
,

而且在满足条件 ( 1 2 ) 的前提下
,

由于

q d : = d l丫Q百: d工= u T L T
( L Q

。
L T )

一
L u

= u TQ二u == q
。

因而等于 g
。 。

这是因为由 ( 1 2 ) 式可得

r { Q d :
} = r { Q

。

}

它是定理 L T ( L Q
。

L T
)
一

为 Q
。

的一个 g 逆的前提条件
。

如果图形一致性的零假设被拒绝
,

就 必须找出它的原因
,

匀变形
、

部分网的变形或者还包括互不关联的单个点的运动
。

( 4 2 )

( 4 3 )

这种原因可 能在于整个网的均

奋

尹要允轰

图 3 根据与基准无关的元素的变形 (艺一方法 )

与基准无关且等价的安排

附加 沁幸

研究控制网几何图形的

粤
4

。

比较控制网的仿射性

如果在一向相同的网形中
,

坐标差除了由于观测值的离散性引起的偶然偏差外
,

还可用

控制网图形的仿射变形来解释的话
,

则称这两个比较网具有仿射关系
。
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4
.

1 抉 x一方法仿射性的研究

在这类研究中一般总是限定于比较网的坐标之间存 在 线 性 关 系
,

因 此 有 如 下 关 系

(W E L S C H
,

1 9 8 1 )

x : = F x 一 + t ( 4 4 )

如果人们技 ( 2 ) 式坐标差
u
进行分析

,

则有

u 二 ( F 一 I ) x : + t = d F x 一 + t ( 4 5 )

t 包括平移参数

t T = I t
: t ,

I ( 4 6 )

d F称为变形梯度
。

在变形很小的情况下
,

即各个变形量的乘积与平方可 以略去不计
,

则 F 作

为二级张量可 以分解成正交旋转矩阵 R = I + d R 和对称变形矩阵 E ( 又称应变张量 ) 的和
。

于是有

幸

( 4 7 )

以及

式中 。

d R = ( 4 8 ) 李

为旋转角 且
e : , 二 e , : 。

( 4。 ) 式的明晰的表达式为

y z + t
x

x : + t
,

认幻
。

O

++

.舀曰.Xy
e : x e

二 , + 0

e , ` 一 0 e r r

一一

I,.UU

u
二

= e
: : .

x x + e
二 , .

y l

t , = e , : ` x l + e , , .

y l 一 0
. ( 4 9 )

u = H 1 .

P :
( 4 9a )

其中

H : ==

{勺
”

! U X l

0 y x 1 0

p T= } e
: : e x

y x 一 x 1 0 1

e , , 。 t
:

t ,

!

( 4 9 b ) 味

当存在 3 个以上 (n > 3 ) 的比较点时
,

则
n , =

此有
u + v 。 = H 1 .

P - 一 P
。

其中

P
。
== Q吉

参数 p :
的协方差矩阵为

C
p : = s , ( H Tp

。

H :
)
干 = 5 2 .

Q
, ,

参数p :
可以作这样解释

,

即旋转角 。 和平移 t
二

与 t
,

参数
e万= I e

二 二 e : , e y ,

}

( 4 9 e )

6 个变形参数 p :
可由平差计算求得

,

因

( 5 0 )

( 5 1 )

( 5 2 )

表示待考察控制网的刚体运动
,

而应变

粤

则表示控制网本身的变形
。

值得注意的是
,

所有这些量都与参考系统的选择有关
,

( 5 3 )

因此还不
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能够唯一地描述所出现的变形
。

在介绍并研究这种唯一的参量之前
,

还应 当对变型模型作统

计上的显著性检验
。

与 ( 1 3 ) 一 ( 1 9 ) 式相类似
,

可利用 ( 4 3 ) 式求得的剩余间隙 U
。

进 行

方差检验
。

由剩余间隙可以组成方差

s若= q
, 。

/ f
_ v 百p

。 v 。

f
,

( 5 4 )

其中

f
, = f

。
一 R {Q

, 、
}

并相对于方差 5 2

进行检验
。

若检验统计量

( 5 5 )

T 孟
S

s 么

分布的分位值

( 5 6 )

没有超过 F坛h er

奋

今

渗

T 考《 F ( f
, ,

f
, a ) ( 5 7 )

就不能拒绝零假设

H 。 :
E {

u 一 H
: p :

卜 0 ( 5 8 )

如果原先为显著性的检验统计量 T 艺
,

通过按 ( 5 0 ) 式引入变形模型后减小到新的检验统计

量 T若不再是显著的话
,

则可认为这个变形模型是合适的
,

否则就认为是不合适的
。

为同二次型 (1 4) 一样
,

二 次 型 vq
。

也是与刚体运动 (旋转 d R 与平移 t) 无关 的
。

这里所介绍的研究比较网仿射关系的方 法是以坐标差
u
为依据的

,

因此它又涉及到坐标

法 x( 一方法 )
。

4
.

2 按 王一方法仿射性的研究

如同图形一致性研究一样
,

在应变分析时也可以应用与基准无关的坐标函数 的 变 形 量

( 9 ) 式和 ( 1 0 ) 式 “ 一方法 )
。

为此可 以应用线伸长
e ( 3 8) 和角变形 g ( 4 0) 同应变参数 ( 5 3 )之间的 函数关系 ( w E L S C H

,

1 9 5一)
。

此函数关系式为
e = e : : e os Z t 一 j + e : , s i n Z t : , + e , , s i n

Z
t 一 s

( 5 9 )

和

g = e : ,

(
e o s Z t ; k 一 e os Z t : , ) + 士 ( e

, , 一 e : 二

) ( s i
n Z t . 、 一 s i n Z t , j ) ( 6 0 )

变形量
e 和 g 可统一用 d艺表示并视为

“ 观测值
” d忿+ v d , ,

其权矩阵为 p d : == Q言
, ,

因 此应

变张量 E 及其协方差矩阵 C :
可通过平差计算求得

。

利用二次型

q
· d : = V

百
: Q言

: v d , ( 6 1 )

即可按 ( 5 4) 式到 ( 5 8) 式对变形模型的零假设与显著性进行检验
,

因为按照第 3 节所提到

的有关二次型不变性的考虑有 q
· d : = q

· 。 。

4
.

3 两种方法的等价性

根据关系式 ( 4 9 ) 和 ( 9 ) 进行比较可以看出
,
对于应变参数

e :

而言上述两种方法给

出完全相同的结果
。

现有
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u =H、 .

P,

和

d忍= L u

将 ( 4 9a ) 式代入 ( 9 ) 式可得

d落= L H一 P I

19时 年

( 4 9 a ) 啼

( 9 )

( 6 2 )

利用 “ =

含
L 。 ·

及
( 3 7 ) 与 ( 3 9 ) 式

,

通过简单的化算即可得到

告
L d ·

H一 ,。 OS ” · , s `n Z , : , s`n ” · , 0 0 0 ,

顾及 p :
则可将 ( 6 2 ) 式右端直接转换成关系式 ( 5 9 )

:

d卜
e = 。 二 二

e os
Z
t一 , + e

二 , s i n Z t 一 ! + e , , s i n Z t . ,

对于角度变形也有类似的情况
。

B R U N N E R ( 1 9 8 1 ) 曾经指出过这两种方法的等价性
。

( 5 9 )

4 其他应变今橄的推导

由应变张量的元素 e
二

及其协方差矩阵 C : 还可 以导出其他应变参数

p百= } r : r : △ I

今

( 6 3 )

.n月f
,̀日叭

r 一 = e 了 , 一 e
x :

r : == Z e
: ,

△ = e
: 二

+ e , ,

纯剪应变
“
工程剪应变

”

伸长系数

( 6 4 )

利用

( 6 4a )

Xy了
,1甲.eee

` .......月.1吸....

.

11
口..口...

es
;

Jl人nLJ̀1né口̀-lot -

r 艺

△ 1 O

( 6 3) 式可概括为为

P : = H
: e

二

( 6 4 b )

其协方差矩阵为
e p : = s Z

Q
p : 二 H : C E H百 ( 6 5 )

在伸长系数 △ 中必须确定
,

它是否涉及到真正的伸长
,

也就是区域的扩大或缩 小
,

或

者它是否给出由于在控制网观测时比例 尺不同而引起的这个参数值
。

在后一种情况下 因子 △

可被解释为比例尺因子
。

对于非线性关系

p百= , r e : e :
8 劝 I ( 6 6 )

其中
r =

f(r
十 r
封% 总剪应变

悠

每
l

e 一 =
~

二
~ 一 气凸 十 r 尹

艺
变形长半轴
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奄 (△一 r)变形短半轴 ( 67)

, .,自

一一一几̀e

0 二

土 a r e t a n
( 一 r Z

/ r : ) e :
的方向角

劝 = 0 + 4 5
0

在线性化后可求得其协方差为
:

e , , = s ’
Q

p 3 = H
,
C

p Z
H百

其中

最大剪应变的方向角

( 6 8 )

o月万00

H 3

廿

r :

/
r

r ,

/ Z
r

一 r :
/ Z r

r :

/ 2
r 2

r Z
/ 2 r 2

r :

/ r

r Z
/ Zr

一 r :

/ Zr

一 r ,
/ 2 r 2

一 r :
/ 2 r 2

( 6 9 )

今

渗

应变参数 p : 和 p ,

及其协方差矩阵 C
, :
与 C

, ,
代表严 格描述 比较网之间的仿射关系所需要

的所有量
。

根据地壳运动来解释
,

这些量是用以分析无限小均匀应变的参数
。

特别有意义的

是变形主轴参数 e , 和 e : ,

它 与 e 一起构成了应变椭园的参数
。

4
.

与 位移向 t 甚准变换的影晌

一个重要问题是
,

所求的参数是否能唯一地描述仿射关系
。

同所选择的测 量墓准无关的

参数才是唯一的
。

这里必须考虑下述情 况
:

按 ( 2 9 ) 一 ( 3 2) 式作 S 变换将使坐标位移
u 的参考系统

,

同时也使向量
U
木身发生变

化
。

为了研究它对变形参数 p ,

的影响
,

我们先不考虑描述刚体运动的参数 。 、
t
:

和 t
, ,

因

为这些参数显然是直接和 间接地受到影响
。

有趣的是对于应变参数 e
.

( 5 3 ) 的影响
。

为此我

们来考察关系式 ( 5 9 ) 与 ( 6 0 )
。

( 5 9 ) 式可简写为

e == K 1 . e :

( 5 9 a )

由此可得 (对于一个三角形而言 )

e : = K了
’ e ( 7 0 )

比较 ( 9 ) 式及 ( 3 7 ) 一 ( 3 9 ) 式
,

有

e 二 L二
u ( 7 1 )

若将
u
变换到另一个基准系统

,

则有

u 一 = u + H
.

p ( 2 1a )

。 :

将不 受这个变换的影响
,

如果在下式中

e : = K丁
` L

.

(
u + H

·

p ) = K丁
. L

。 u + K丁
’ L

.

H
·

p ( 7 2 )
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使得
K了 1 L

.

H,
一

。
( 7 3 ) 咭

作为与基准无关的不变量条件被满足的话
。

经过一些计算后可得

( 7 4 )

nUù11ùnù0
ù11ùj工ǎU

1 0

nUǎ11甘nU

一一.L
口二

一1K

这就表明
,

法向应变参数 e :

与 e ,

与比例尺因子的变化有关
,

而切向应变参数 。
: ,

却无

关
,

因而人们不想将这个影响作为伸长参数 △来解释 (比较 (6 3) 式 )
。

这个结果通过考察

( 5 9 ) 式即可明了
。

为了研究根据 ( 4 0 ) 式与 ( 4 1 ) 式并顾及 ( 6 0 ) 式由角度变形所算得的参数
,

即 e
: ,

和

r : = e , , 一 e
: x

(比较 ( 6 4 )式 )
,

可类似得到
:

( 5 9 b )

今

y1..二re
.

..K一一g

e
: y

= 护
·

g ( 7 0 a )

g = L
: . u

u : = u + H
.

p

{一 }
= K 、 : L

:

、 u + 。
.

p , = K、 I
L

: u + K: : L
:
H

.

。

}r ,
}

( 2 l a )

( 7 2 a )

经过核算可得结果

K万I L
一
H = 0 ( 7 3 a )

这也可 以直接由 ( 7 4 ) 式得 出
。

因此纯剪应变 r :
也与比例尺因子的变化无关

。

将此研究结

果推广到 ( 6 3) 式与 ( 6 6) 式中的参数 p :

与 p : ,

则可作出如下综合的论断
:

用以描述监测网仿射变形 的全部参数 ( 5 3 )
、

( 6 3 ) 和 ( 6 6 )
,

是与按 ( 2 1 ) 式进行坐

标变化量
u
的基准变换无关的

。

由于不同的比较观测周期所 用的测量工具尺度的不同而引起

的比例尺变换
,

当然会影响到描述长度与面积变化的参数
:

即坐标系统方向上的法向应变参

数 e
:

与 e , ,

变形主轴参数
e :

与
e Z

以及伸长系数 △
。

感

5
。

控制网中各个部分及单个点的研究

为了更清楚地了解控制网内出现的变形
,

作 区域性的考察是十分有益的
。

为 此 人 们 将

控制网分成若干个部分网
,

或者就分成一个个三角形
,

即所谓有限单元
,

以便对 其 变 形 状

态作详细研究 (图 4 )
。

所需要的计算方法基本上均 已在前面提到了 ( w E L s C H
, 1 9 8 2 ,

1 9 8 3 )
。

去
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七

Te 币I M U I

却分同 侣

T. 侣1肠t Z

御介目 ,

扮

御分目 盆

图 4 a 控制网划分成有限单元 图 4 b 控制网划分成部分网

S
。

1 有限单元的研究

这项任务在 于研究每一个三角形的变形
。

如果人们首先应用 艺一方法
,

则可 由一个三角形各边长的变形先对三角形变形的显著性

进行检验 ( 比较第 4
.

2节 )
,

然后借助于 ( 5 9 )
、

( 6 4 ) 和 ( 6 7 ) 算出应变椭园的元素
e 、 、

e :

和 0
。

应变参数的显著性自然也就可以不再 进 行 检 验

奋

图 5 按 落一方法两个

相邻三角形应变

参数的关系

了
。

在 由
n
个点构成的控制网中

,

可 以算 出 f
。 = Z n 一 d 个

函数独立的边长变形
,

且由此顶 多可以计算出同样多个互

相独立的描述应变的元素
。

设控制网分解为 m 个三角形
,

则需要 .3 m 个应变椭园元素
,

它 总是大于 f
。 。

因此用以

描述所有各个三角形变形状态所需要的应变元素还须利用

表示应变椭园之间相互关系的条件方程式来解算
。

在两个相邻三角形的情况下
,

公共边的变形影响着两

个三角形的应变椭园
。

所要推导的条件方程式 ( “ 边条件方程式
” ) 利 用

( 5 9 ) 式可得

渗
一 e x x

.

: e o s Z
t

3
.

1 + e : , 一 s in Z t 3

.
: e os Z t 3

.

1 一 e : ,
.

Zs i n Z t 3

作为附加条件方程式
,

+ e , ,
.

: 5 i n
Z
t

3
.

1 一

一 e , ,
.

: 5 i n
2
t 3

.

1 = 0 ( 7 5 )

应用方程式 ( 7 5 )

的 6 个应变参数
。

即可由 5 个边长变形严密且唯一地算出两个三角形
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在中点多边形系统内的情况如下
:

为了描述由 6个点组成的中点多边形的几何形

状
,

即其相互关系
,

在秩亏 d = 3 时
,

9 个 ( 函

数 ) 独立的元素 (边长或边长与角度 ) 是必要

而又充分的
。

但是为了描述 5 个三角形中每个

三角形的变形却需要 15 个应变参数
,

其中 9 个

可以直接由独立的距离或角度得到
,

5个由边

条件方程式 ( 7 5 ) 给出 , 尚缺的最后一个条件

可由水平闭合条件给出

油

g 。 + ( 9 1 + g : + g : + g `
)

= 0

图 6 按 l 一方法中点多边形中应变

参数的关系

( 7 6 )

由 ( 6 0 ) 式可得其具体形式为

`“ OS , ,卜
! 一 “ “ , , ` 一 , +

李
今

( e , ,
.

5 一 e
: : .

5
) (

s i n Z t `
.

一
s i n Z t o

. 。
) +

+ e
二 ,

, _ _ _ ` _ _ _ * 、 .

1
、 `璐 1 6

·

盆 一 ` o ` I `
·

i , 甲 2
e , ,

.
: 一 e

: : .

: ) (
5 i n Z t `

.

: 一 s i n Z t `
.

r
) + ( 7 7 )

+ e
二 ,
一 `。 os , t `

一
。 0 5 , ` 一 , +

合
` e 了 ,

一
e

一
,

( 5 i n Zt
` .

, 一 s i n Z t `
.

J

) = 0

在同时应用距离时
,

参数 ( e , ,
.

: 一 e
: :

二 ) 也可被拆开
。

基于上述想法
,

对于图 a4 的划分法
,

为了算出所需

要的 17 个应变椭园及其 51 个元素的相关关系
,

除了原

来 25 个
“ 观测方程式

”
外还可对网内的每条边 共 列

出 2 1个边条件方程式 ( 7 5 )
,

对网内的中心点共 列 出

5 个水平闭合条件 ( 7 7 )
。

整个观测方程式与条件方程式系统是相 容 且 唯 一

的
,
因此考虑观测值的权矩阵 p 。 ,

是多余的
。

按
x
一方法研究有限单元可得出下图

:

在应用点的位移来推导应变参数时
,

可以利用关系

式 (4 9)
。

然后需要确定 6 个变形元素
,

即 3 个应 变 参

数心 = 卜
二 : e , , e : ,

}和刚体运动的参数 。 、
t
二

与 t
, 。

协

图 7 按 x 一方法相邻三角

形应变参数的关系

为此在推导时一个三角形内利用其三角形顶点的 6 个坐标差
,

一旦位移
u 的测量基准固定下

来
,

这个问题就可得到唯一的解
。

位移向量的基准变换只影响到刚体运 动 的 元 素 。 、
t
二

与

t , ,

如第 4
.

5节以及第 4
.

3 节所示那样
,

应变参数
。 :

仍然不受其影响
。

如图 7所示
,

如果两个三角形是相邻的
,

则只需由第二个三角形新添上去的点 4 的位移

再列出 2 个
“
观测方程式

” ,

还需要的 4 个方程式可类似于 ( 7 5 ) 式作为
“
坐标条件方程式

”

求得
。

例如
,

点 1 的位移
u : :
同时影响到两个三角形

,

由此可导出如下条件方程式
:

奋
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七

廿

方

e
: : ·

i x一 + e: ,
·

l y l 一 。 一y : + t
x l 一

一 ( e…
: x 一 + e l ,

·
Z y 、 一 。 Z y 一 + t

: :
) = 0 ( 7 8 )

其余连接上去的每个三角形
,

每个连接点可提供 2个新的条件方程式
。

依 此方式在图 6

的中点五边形中
,

5 x 6 = 30 个变形参数则可由 2 x 6 = 12 个观测方程式和 2 x g = 18 个坐

标条件方程式来解算
。

由于这个方程组不是超定的
,

因此不必考虑观测方程式的权矩阵 p
。 。

即使描述刚体运动的参数与基准有关
,

但是有关相对运动的信息
,

如平移或旋转角的差

数仍可不受限制
。

分析有限单元的好处在于
,

可以按现实情况对变形状态的位置分布有个很好的了解
。

但

是
,

反过来由于它需要耗费较多的存储单元和计算时间
,

这是它的不足之处
,

这是因为即使

是很小的网也会出现较大的方程组
。

因此必要时只好将就略去相关性
,

因为研究与其余部分

控制网脱离关系的单个三角形是毫无困难的
。

各个三角形局部变形状态的研究可导至将相同变形或应变模式的控制网部分概括为若干

个部分控制网
。

与
.

2 部分控翻网的分析

根据图 4 b所示的断层发展过程与各个有限单元的应变模式 ( 比较图 9 和图 1 0)
,

可将这

个控制网划分成三个部分控制网
:
部分网 I 与 万位于断层的两边 , 它没有多少变形或没有显

著变形
,

而跨在断层上的第三个部分网
v ,

在它的各个三角形单元上有着均匀一致的变形
。

这个应变模式就给变形模型的选择一个重要启示
。

如果没有其他信息可供参考的话
,

则从图

1来看也许首先可以考虑图 1b 或图 la 所示的变形模式
。

图 1b 表示
,

未跨过断层的控 制 网

部分可看作图形保持不变
,

而跨过断层的控制网部分已出现均匀的仿射变形
。

按 照 图 ld 断

层两边的控制网部分已到了互相错开的程度
,

它们本身都不出现变形
,

但相互之间巳产生相

对位移 (按右侧位移的意义理解 ) ; 相对于断层的横向相对运动
,

或许还有相互间的旋转运

动都是可能出现的
。

为了表达这些模型我们约定如下
: u , 、 u rT 为控制网第 I 部分与第 n 部分 (接合点

u , _ .

/ , J

协 ~ ~ ~ 匹~ ” ’ .

“ J

~ 户” ’ ` 一
I

、 “
l

/ J J
山

” ,” 『 ’ 切

不
么 “ .I 产 J

, 不
’ ` ” ,̀ 尹 J 、

供 口 品
“ I , v

和 “ ;
. v
除外 ) 的控制点坐标变化量

,

这些接合点将两边的控制网部分同跨断层的控制网部

分连接起来
。 u ,

为部分控制网
v (包括接合点在内 )的控制点的坐标变化量

,
H l

、

H l
、

和

H v
为相应于 ( 4 9b) 的模型矩阵

,
H 1

. v
与 H l

. v
为与接合点有关的模型矩阵

,
p : 、

p : :
与 p

,

为

相应控制网部分的变形参数
, p

。

为观测值
u 的权矩阵

。

因此图 1所示的这种完整的变形模型可表示为
:

IVPP

V奋

H 1 0

0 H v

0 0

H l
。 v 一 H 1

.

v

0 H l
.

v

0

0

H I

0

一 H l

P 1 1

( 7 9 )
一一

听vuul oo

为了描述图 lb 的形式
,

这种完整的模型应作这样的更改
,

去掉 p : 与 p : :
中描述应变的参

数 , 模型矩阵 H l
,

H l
,

H l
.

v 和 H l
. v
可作相应的简化

。
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为了表示出图1d 的模型
,

所有与控制网部分
v
有关的式子均可去掉

,

五部分已到了互相错开的程度
,

这种被大大简化了的模型为

1. e4 年

因为第 工部分与第 冲

}
u : :

}
-

其中
,

在 p :
与 p : :

出来
。

H , 。 {
_

}
。 :

{
o H :

{
’

{
p : :

}
,

p
“ ( 8 0 )

里均只包括刚体运动的参数 。 、
t
二

与 t
, 。

其相关性只是通过权阵 p
。

表示

按 落一方法的做法与此完全类似
,

不过这时把描述刚体运动的参数完全放弃掉
。

关于这

些参数与基准之 间的依赖关系已在前面指出了
。

控制网各部分之间的相对运动的信息可以由

相应参数的差值求得
。

在变形模型作统计检验时
,

了解各个参数的显著性有着特别重要的意义
。

为了找出最佳

变形模型
,

就必须逐次剔除不显著的参数
,

直到留在模型中的所有参数均为显著为止
。

此时

不应将应变参数 e
: : 、

e : ,

与 。 , ,

以及平移参数 t
二

与 t
,

单独分开考虑
,

而是分别作为一组参

数整体来考虑
。

由于模型参数之间的相关性
,

因此这些参数不能互相独立地分别进行显著性检验
。

为了

绕过这个困难
,

可以应用带有寻找特殊主元素的 C h ol se k y 分解法将相关的参数变换为 互 相

无关且为等精度的变量 ( c A s p A R Y 和 S C H w IN T z E R ,
1 9 5 1 )

。

设参数向量为 p
,

其协因数矩阵为 Q
, 。

按 C h ol ek y 分解法可将 Q言分解为 Q言
= C 下 C

,

式中 C 为伪
,’
三角形

” 矩阵 ( H 6p C K E 和 K R D G E R
, 1 9 5 1 )

。

千是有

p TQ言p
= p 下 C T C p = k T k = k釜+ k羞+ … … ( 5 1 )

其中

k = C p ( 8 2 )

利用误差传播定律可得

Q
、 = CQ

,
C T = C ( C T C )

十
C T = C C T

( C C r )
一 ’ ( C C T

)
一 ’ C C T = I ( 8 3 )

因为 C 为行满秩矩阵
。

现在可以分别对变量 k ,
进行零假设

H 。 , E { k .
} = 0 ( 8 4 )

的检验
,

由于 k 二 C p 因而可 以由变量 k .
的显著性推知参数向量 p ;

的显著性
。

6
.

3 单个点的运动

研究单个点的必要性有着各种不 同的原因
,

在工程技术领域里这常常正是变形分析的目

的
。

在考察地壳运动时
,

一个点的奇异运动是使连续性的研究受到干挠并使研究结果受到歪

曲的一种现象
,

因此必须予以发现
。

在控制网作各期图形一致性的比较时
,

比较网增添或删

减一个点是计算技术上的一个困难
。

因此一般任务在于
,

找出影响图形一致性或仿射变换均

匀性的一个或若干个可比较的点并使其影响不致于造成损害
。

这里仅建议参考借助于 x 一方 法的做法 ( 例如
,

N IE M EI R , 1 9 7 6 )
。

另外一个可导至

同样结果的十分灵巧的方法是以 l 一方法为从础
。

今

悠

j
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言

廿

根据由描述

网形的元素 (技

顺序每次删减一

个点 )所组成 的

二次型 ( 4 2 )可

进行整体检验
,

其中具有最小值

的二次型表示刚

刚删减的那个点

正是变形最厉害

的点
。

图 8 和下面

的表 1可给予这

个做 法 一 些 说

明
。

图 8 单个点运动的分析 ; 剔除点45 时的等价处理

奋

渗

部部分控制网 2 (共 9 个点 ) 的整体检验
:::

qqq 。 = 3
。

1 (显著 )))

删删减后的部分控制网 2 (共 8 个点 ) 的检验验

被被 删 减 的 点点 q ...
显著否 ???

111 333 3
。

444 是是

111 555 3
。

000 是是

111 777 3
。

555 是是

222 111 3
。

555 是是

333 555 2
。

555 是是

333 777 3
。

555 是是

444 333 3
。

444 是是

1111
4 5555555555555555555 否否
444444 5777 1

。

000 否否是是

33333
。

55555

表 1 单个点运动的分析
:

删除点 45 后余下的部分控制网 2 就不再出现显著变形
。
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嘴
6

。

示 例

图 4a
为一个跨断层的监测网

,

该 比较网系由 14 个各期一致的控制点组成
。

两期观测值

均为边长与方向值
,

因此该比较网的基准秩亏等于 3
。

图 Za 表示变形场
,

图 9 为用每个三角形应变椭园表示的有限单元 (图 4a) 的变形模式
。

它表明
,

位于断层两边的大多数三角形无显著变形
,

除了直接跨断层的三角形外
,

只有和点

3 与 4 5点有关的三角形才有显著变形
。

在剔除估计出现单个点运动的点 3 和点45 后可得图 10

那样十分有规律的应变模式
。

蔑
侣

套

图 9 整个控制网的有限

单元应变分析
。

图 1 0 剔除点 3 和点 45

之后控制网的有

限单元应变分析

接着研究比较网及部分控制网的图形一致性
,

其结果列于表 2 (参阅图 b4 关于部分控制

网的划分 )
。

由以上研究结果可 以看出
,

该网变形相当于图 d1 的类型
,

即位于断层两边的这两个板块

发生相对移动
,

但每一块内部一般都未出现变形
。

因此人们可 以假定
,

这个变形模型是由两

个板块及两个互不关联的单个点运动 (点 3 和点 4 5) 构成的
。

变形参数的计算结果列在表 3

内
。

奋
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侧r 表 2 图形一致性检验结果

矛

比比较周期期 整 个 网 或 部 分 网网 图形一致性的检验验

方方方方差比比 分位值值 显著否 ???

11111 整 个 网网 7
。

555 l
。

555 是是

lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

22222 部 分 网 111 8
。

000 2
。

000 是是

部部部分网 1 (点 3除外 ))) 1
。

000 2
。

222 否否

部部部 分 网 222 3
。

111 1
。

777 是是

部部部分网 2 (点4 5除外 ))) 1
。

000 1
。

777 否否

部部部 分 网 7 333
。

999 1
。

777 是是

部部部分网 3(点 3除外))) 6
。

1 333
。

777 是是

表 3变形参数

布

渗

整整 个 网网 变 形 模 型 检 验验 变 形 参 数数

或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或或部部 分 网网 方差比比分位值值显著否 ??? 对于部分分 e lll e 乞乞 888 t
:::

t ,, ttt

网网网网网网 或 点点 ( 1 0一 ))) ( 1 0
一 6

))) ( g o n
))) (

e m ))) (
e m ))) ( e m )))

整整 个 网网 4
。

000 1
。

666 是是 整 个 网网 +++ +++ +++++++++

整整 个 网网 1
。

000 1
。

777 否否 部分网 111111111 0
。

000 0
。

000 0
。

000

(((((((((((点 3除外 )))))))))))))))

部部部部部部分网 222222222 一 2 3
。

444 一 7
。

555 2 4
。

666

(((((((((((点 4 5除外 )))))))))))))))

点点点点点点 333333333 一 2 5
。

888 9
。

333 2 7
。

444

点点点点点点 4 555555555 一 3 6
。

777 ~ 1 4
。

222 3 9
。

444

部部分网 333 1
。

444 1
。

999 否否 部分网 333 6
。

111 一 3
。

555 4 6
。

222222222

(((点 3 除外 ))))))))) (点 3 除外 )))))))))))))))

一 未包括在模型中的参数
十 已包括在模型中的参数

t = ( t圣+ t攀) %
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r i u m d e s A n a ly t i k e r s v i e l f盛l t i g u n d f l ex ib e l s e i n
, u m d i e V i e l f a l t d e r m 6 g l i e h e n E r

-

s e h e i n u n g e n e对 a ss e n z u k 6 n n e n 。

I n d e r v o r l i e g e n d e n A r b e i t w i r d e s u n t e r n o m m e n , a l lg e m e i n e M e t h o d e n z u r g e o m e -

t r i s e h e n u n d s t a t is t is e h e n U n t e r s u e h u n g g e o d且t i s e h e r N e t z e a u f k o n f o r m i t往t u n d A f f i n i
-

t且t d a r z u s t e l l e n
.

D i e g e z e i g t e n M e t h o d e n s i n d g u t g e e i g n e t f Ur i n t e r a k t i v e A r b e i t a n

g r a Ph is e h e n B i lds e h i rm e n
.

N e b e n d e r E i n z e l P u n k t a n a l y s e k 6 n n e n f i n i t e E l e m e n t e
,

T e i l
-

n e t z e ,

亡b
e r g a n g s z o n e n o d e r g a n z e N e t z e u n t e r s u e h t w e r d e n .

M u l t iv a r i a t e s D e s i g n d e r

V e r g l e i e h s n e t z e i s t k e i n H i n d e r n is
.

oS w o h l hom
o g e n e V e r f o r m u n g e n a l s a u e h U n s t e t ig

-

k e isst t e l l e n k 6 n n e n e r f a pCu n d q u a n t i t a t iv u n d q u a l it a t i v b e s e h r i e b e n w e r d e n .

B e s o n d e r e r

W
e r t w i r d a u f g e o m e t r i s e h e S t r e n g e g e l e g t

。

公


