
阵列代数及其在测 l上的应用

罗玉芳 李作发 胡永旭

摘 要

本 文 系统地介绍 了阵列代数的基本 原理
,

阐述 了阵列代数方程 与矩 阵方程的 变

换关 系以 及借助这些关 系用阵列代数解最 小二乘问题
。

最后 给出 了阵列代数在测量

上的应 用并对该法 在应用上的限制和效率作 了说明
。

一
、

前
. . . . 口 .

.二二留 .
口口 . . 目

七二 .

阵列代数是五十年代中期发展起来的一种新的数学理论和方法
,

它起源于测量上具有网

格状大规模数据块的快速处理
,

例如数字地面模型
、

卫星象片
、

快速富立叶变换等的数字计

算
。

阵列代数是矩阵代数的一个推广
,

是处理网格数据的快速多重线性代数
。

用阵列代数方

法解决问题的速度比用普通的解线性方程的方法解决问题的速度快得多
,

阵列的维 数 越 高

时
,

提高的效率越显著
,

并月
一

大量地减少计算机的储存
。

二
、

障列的概念
、

矩障与障列的乘积

1
、

阵列的定义

大家知道
,

矩阵是一个 (二维空间的 )

维长方体数表
,

阵列的定义如下
:

所谓阵列就是 由 n ; 。 2 … n 、
个 元素 ” j ,

长方形的数表
,

类似的
,

阵列是 i 维空间的一个

J
a =

不
,

1 , 2 , … n

·

, 、 ( j
l = 1

,

2
,

… 拐 1 ; j
: 二 1

,

2 , … “ 2 ; 表…

维长方体的数表
。

这个数表用 A

称表之为 i一阵列
,

i 维空间中排列成的

记为 F 1 X n Z X … X n

A 二 ( “ j
1
j
Z … j

,
)

按定义
,

向量是 1 一阵列
,

矩阵是 2 一阵列
。

有了这个定义
,

许多不易用向量或矩阵表

示的问题
,

就可以用 i一阵列表示出来
。

例如空间格网点的温度
,

用向量或矩阵不易表示
,

而

用 3 一阵列表示却是方便的
。

设每个格网点的温度为 1 , : i : ; 3

(j
: 二 1

,

2 , … , ” ,

约
2 一 1 ,

2
,

… “ : :
j
。 = 1 , 2 , … “ 3

)
,

则空间的温度可用 3 一阵列表示为

L = ( 乙s : j : , 3
)

n 1 X n z 义 n 3 n l X r飞 2 又 n 3

才丈文 198 4年 9月收五
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当 n, 二 n : = n : = 2 时
,

用一个空间图形来 表 示
。

如 图

2
、

阵列的和
、

位
、

教梁

设阵列 x = ( x , : 。 , … , :
) 和

n 盆 X n Z x … x n t

Y

m 一 X m Z X

= ( y , : , : … , . ) 及 常 数 a
、

。

.

” m i 图一

如果两个阵列的维数相等 i( = t
,

) 且m 、 二 n 、
(k 二 1

, 2 , … i) 则 称

....,.)
X

n 1 x n名 X… x n .

十 Y

n x x n, 又 … x n `

= ( x , : , ,
.

”

n t x n 艺 x …

a士 y , -

义 n t

为阵列 X 与 Y 和 (差 )
。

称

a X =

n l x … x n .

(
a x s -

n 一 x n Z K
气,.,.

’ )

交
’ 。 :

为数
a
与阵列 X的数乘

。

3
、

矩阵与阵列的相梁法列

设矩阵
A k

爪 k X n k

_

(
·

: {
’

)
。 k = , ,

,
,

`

” ` ,

m k X n k

,

i一阵列 x = ( x s : j , … , .
)

,

n 一 x n 艺 X
· ` ·

x n `

A 与阵列 X

m
k X n k n x x n Z

的乘积定义是
:

X … X n

L = ( 忍s , , :
.

… k “
’

n 1 X n Z 又 一 X p k x … x n 五

) = ( A
、
)

“
X

m 七 x n 十 n 一 x ” : K
`

二 X n 七 X “
`

x r .

, k

n k

=
习

a r k , k x j :

一
, 、 …

j
, = 1

j : =

j : =

1
,

1 ,

2
,

:::
’ n

协 2
, n 2

= 1 ,
2

, … , m 、

ù九ù

j : = 1
,

2
, … ,

n .

( A 、 ) “ 的右上标 k 表示矩阵 A 、
与阵列的第 k “

面
”
相乘

。

因此
,

只有当矩 阵 A 、

m 、 X n 七

的列数
。 、
与阵列 X 的第 k 个下标数

n :
相同时

,

( A
k
) “ x

n x x `

” x n k x “
’ x n ` m k x n k n l x n Z x

…
x n 七 x `

二 n
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才有意义
,

也就是 A
k

m k X n k

武

才能与
n 1

k “ 面 ” 相乘
。

这里
,

A
、
的下标

X … X n k X … X n 主

k 与 ( A k )
“
的右上标 k 相同

。

一般地
,

矩阵与阵列的乘法定义为
:

Z = ( z
r : · 2

·

… i ) =

m 一 X m Z X … X m 一 m l X m
Z x … X m `

其中

n 一 n Z

一
习

“

牡今
:

习

( A
l
)
`

( A
Z
)
“ … ( A i )

`

m
一 X n z

m
Z 又 n Z

m a X n t

( 1 )
n l 义 n Z X … X n

j
, = 1

一

j
: = 1

( 1 镇 r k毛 m
、

矩阵与阵列的乘法又叫 R一阵列乘法
。

n 蕊

: … 艺
a 李: {

; X j , , : … , ;
( 2 )

J
I =

1 镇 k ( i)

当 i = 2 且 A
: = E ( m

: 二 n : ,

E一单位矩阵 ) 时
,

阵列与矩阵的乘法就是通 常
m

2 X n 2 n 2 X n Z

的两个矩阵相乘

( A
l
)

’
X = A

I
X ( 3 )

m z 又 n 1 n 2 X n 2 m 1 X n 1 n 1 X n Z

当 i = 2 时
,

矩阵与阵列的乘法为

( A
;
)

’
( A

:
)
“ X = A

1X A
: T

( 4 )

m
2 X n 1

m
Z X n Z n 一 X n Z

当 i > 2 时
,

矩阵与阵列的乘法和普通矩阵的乘法没有简单的关系
。

乘
勺J

AX下面
,

我们 以 3 一阵列为例
,

将 X

X 3 X

的第三
“ 面 ” ,

用图形直观地表示

出来
,

如图二
。

日 一 a 一2 日一3
b川 b ,2 . b

. 3 .

X川 X 一2一 X . 3 -

Xllz厂严刁一X 2 . 2卜一州卜一寸 !
_ _

1 1 口 x . , 2

X Z一3 .
.

- 心~ . 叫 .

X : 2 2 X 23 2

产产产产

..... 目目

b
, , 导

b 2 2s b
2 3 s

图二

( A )
“

X 3

X

2 X 3 X

B

X 3 X

a ` l x 盆 j z

a 3 之X 2 2 2 = a 3 2 x Z 2 2 + a 3 2 X 3 里 2 + a 3 3 x 2 孟 3

3习=1
3习=l

b a i k =

b 。 , 3 =
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递

b
: : , =

3

习
a 3 , x : : , = a 3 l x : : : + a 3 : x : : : + a 3 3 x : : 3

Z = 1

4
、

矩阵与阵列乘法的性质

i
。

若 Z = ( A
: + : )

’ + ` … ( A 、
)
“ Y

Y = ( B
I
) l … ( B

:

)
’

( B
. + ,

)
t + ’ … ( B

、
)
“ … ( B : )

`
T

则 z = ( B
;
)
` … ( B

:

)
’

( A
: + , B

: + , )
’ + ’ … ( A

k
B k )

“ … ( B 。 ) ’ .T

此性质容易 由矩阵与阵列乘积的定义得出
,

在此略证 (参加 〔 1 〕 )

11
。

( E
,
)
`

( E : )
2 … ( A

、
) k … ( E 一 ) I X = ( A

k
)

“
X

n 1 x n l n Z x n Z
m

k x n k n 盆 X n l n l x n Z x … x n i m
k x n : n 一 x n Z X . ’ .

n

E

n X ll

是单位矩阵

若 z 一 ( B
,
)
’ … ( B . ) ` x 且 B 、 = b

、 = ( b `
夸: )

1 x n 、

( k 二 1 , 2 , … n )

皆为行向量
,

则

ln习
曰,. -二

三.J

了̀.、
、

二 ( 2 1 1… i )

1 X X 1 1 X I X … X l 二 1

b
( 1

, 皿

丛
. _ _

n l
_

_

、

j

翼
, b ’ ; ” ,j’

.

鱿
b’ :

’ x
j
l

j
Z… j

!

)
· · · · · ·

… … ( 5 )

X

Zi

三
、

障列方程与矩障方程之间的变换公式

设线性方程组

{一
+

一) a 1 Z x z+ a 2 2 X 2

+

+

+ a l。 x 。 = b
l

+ a Z, x 。 = b
Z

( 6 )

a m 艺 x l + a m , x Z + + a m n x 。 = 卜
。

l
.

es
、 、

的矩阵形式是

A x

m X n n X l

( 7 )

其中

\ |
l
|

|
.

|
|
J

/
,L` .1

21介伙尸卜l限
\

A 二

r D X ll

a x 么

a 2 2

a . :

… a } .

… a 2 .

a ` j ( i 二 1 , 2 , … m , j = 1 ,
2

, … n ) 是常数

。 · 。

a . n

X

n X

x . ( i = i , 2 , … n ) 是未知数

.孟么XX

X n
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一
学
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。

一
m

少
厂
“ 1

}

=

…” “

…
`

}
:

{
火 b。

/

b .是常数 ( i = 1,

2 , m )

又设 A

】】1 义 n

= A
, ⑧

m 2 X n -

A Z⑧
m 2 X n Z

… ⑧ A ,

m = m
1m 2

. ’ `

m
n 二 n ,

h
Z… n , ,

其中符号⑧是
m 一 X n 泣

矩阵的直积 (或 K r o n e e k e r 积 )
,

我们将向量 X

n X I

b

m X I

按照一定的规律
,

改排列为 阵 列

X
n 1 X n Z X …

B 的形式
。

我们称
X n 通 m

l 又 m
艺 X … 又 m

( A l )

m
1 X n l

( A
:
)

m 2 X n Z

2 … ( A 。 ) I X = B

n 一 x n Z X … x n i m 一 X m 么 X 一 X m .

( 8 )

m 压 X n i

为阵列方程
。

方程 ( 7 ) 式与 ( 8 ) 式可以互相变换
,

下面将讨论这个问题
。

1
、

阵列展开为列向 l 的形式【拉直变换】

设
( n

; n : … n . ) X l ( n
、

场,

〔X , )

… n . ) X 江
是由阵列 X 改写成的列向量

,

则有
n 1 X n Z x … X n 盆

X , = X j 1 5… : `

其中

j
= ( j

,

一 1 ) n : n : … n ; + ( j
: 一 1 ) n s n ` ,

一 n . + … + ( j卜
, 一 1 ) n

1 毛 j
k
( n - 1 镇 k簇 i j

= 1 ,
2

, … , n , n : … n 、 。

例如

X

n l X n

户
1

一

}竺
\x

m

x l :
’

二 X , ·

与
x Z :

`

二 x 3 。

{

X m 名… X m n /

则

x = ( x
, , , X , 。 ,

( m n ) x l
… x 1

n, x Z l’ x Z幻 ”
`

x 2 . , X m 一

又如

X 二

2 X 3 X Z

( x

2 X 、
’

岌

则

X

12 X

( x
, , , , x : ; 2 , x ; : ; , x , : : , x 1 3 1 , x : 3 : , x : l , , x : : : ,

( 9 )

( 1 0 )

”
’

x 二 .

) T

户2

X 2 2 2 ,一一1上

x Z : l , x 2 3 2
) T

反过来
,

给定了列向量 x

( n
一 n : … n . X l

和 n ; 、 n Z 、

… n 我们可以把它写为阵列
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的形式 (拉直逆变换 )

X

n1 xn Z义 … xn`

<
==

>
x

( nI n: … n: ) x l

2
、

阵列方程与矩阵方程的变换公式

设矩阵方程

( A
, ⑧A

: ⑧… ⑧A , ) x = b

( m
;
m Z… m l ) x ( n I n : … n , ) ( n z n : … n i ) x l ( m

:
m

: … m z ) x l

又阵列方程 ( 8 )

( A l ) l ( A Z ) … ( A 一) , X = B

m x x n l m 忿 x n Z m l x n l n l x n Z x
· ` ·

X n ` m
一 x m Z X ”

·

m l ,

其中矩阵 A 、
是 m 、 x n 、

阶的 ( k = i
,

2
,

… i )
。

下面我们讨论 ( A : ⑧… ⑧ A . ) x 的一个元素是 ( A : ) ’ … ( A
.
)
` X 中的一个元素

,

反过

来
,

( A : ) ` … ( A . ) Zx 的一个元素是 ( A⑧… ⑧ A . ) x
中的一个元素

。

假设矩阵 ( A : ⑧ A

( m
: m : … m -

: O
) x

… ⑧ A . ) 的元素表示为 ( A : )
x ( n I n : … n 一

)

r : i , ( A : )
· : , : … A

, 一 , : ,

以

下我们来找出它在矩阵 ( A
, ⑧ A : ⑧… ⑧ A .

) 中的位置
。

设 ( A
:
)

· : 1 .
( A

:

)
r : , :

在 A : : = A : ⑧ A :
中的位置为 r , Z

j , : ,

则由直积的定义知

r ; : = (
r : 一 1 ) m

: + r :

j :
: = ( j : 一 1 )

n : + j Z

类似地
,

若设矩阵 ( A
; ⑧ A

:

) ⑧A 3 = A : : ⑧A
3 = A ; : :

的元素 ( A : :

)
· ; : i : :

( A
。
)

· 。 , 3
=

( A :
)

, : , : ( A
:
)

· : , : ( A
3

)
, 3 , 3

在 A ; : 3
中的位置为

r : 2 3

) : : 3 ,

则

r l : : = (
r l : 一 1 ) m s + r s =

(
r ; 一 1 ) m : m

: + (
r : 一 1 ) m

: + r 3

j
: : 3 = ( j :

: 一 1 ) n : + j
: = ( j

: 一 1 )
’

n : 刀 : + ( j
: 一 1 ) n : + j

3 。

一般地
,

矩阵 A , 2
· ,

一
( A ; ⑧A

: ⑧… ⑧ A :
) 的元素

;

( A
; )

: , , : ( A
:
)

· 2 , 2
( A . )

· : , : 在

A : 么… 。
的位置为 r : : … : j : : … : ,

则

r a : … ; = ( r ; 一 1 ) m : m 3 … m , + ( r
: 一 1 ) m 。 … m ; + 孟二 + ( r J一 : 一 1 ) m l + r .

。

j = j : : … s = ( j : 一 1 ) n : n 3… n l + ( j
: 一 1 )

n 3 … n . + … + ( j一 , 一 1 )
n . + j-

因此
,

有

( A :
)

: ; , ;
( A

: )
· : , 2 … ( A .

)
: . , . 二

( A
l⑧ A : ⑧…⑧ A : )

: s

其中
r = r l : … i = ( r丁

’
) m

: m : … m ` + (巧三) m s … m l + … + (
r了之i ) m 一 + r ; ,

j = j : : … , = (杯且 ) n : n 3 … n . + ( j石’ ) n
3 … n . + … + (万三

,
) n . + j .

,

1 蕊 r 、 镇m
k l 毛 j、 ( n t

一

1 ( k镇 i
`

显然
r = 1 , 2 ,

…
,

m ; m : … m ; ,

j = 1
,

2
, … , n ; n : … n : 。

( 由 8 ) 式可得



6 e武 汉 测 绘 学 院 学 报9 1 8 5年

叭习
A

nl习
b

· i· :… rl =

n 云

(A
Z

)
· : i :… 习 (A,

) x , t i , ”
’

1 j
; = 1

.

=lj
n 1 n Z n `

二
习 万

=
习

j
, = l j

: = l j
; = 1

( A
:
)

2 ) :
… ( A

i
)

【 , s ; X , , j : …

( 1 蕊 r 、 簇 m
k , 1 ( k 簇 i )

n I n 2
.

” n 王

即 b
: =

名 ( A : ⑧ A
:

⑧ … ⑧A ; )
r j x

j
= 1

( r = 1 , 2 , …
,

m
:
m

: … m , )

上式写成向量形式
,

即为

b

( m
l m : …

= ( A
:

⑧A
Z

⑧ … ⑧ A , ) x

m , ) X l

由此得到阵列方程与矩阵方程的变换公式

( n
; n Z … n i ) X l

巨p

b

( m
, m : … m ;

) 义 1

= ( A
,

⑧ A
Z

⑧ … ⑧ A .

( m l m : … m i ) X ( n
l n : … n ;

) ( n
, n : … n

) 又 , <

一
, m

, 义

气
Z x

… X m l

= ( A 一 )
’

( A
:
)

“ … ( A
;
) I X

m 1 X n l m Z X n Z m ` X n 一 n 一 X n Z X … x n a

(参见 〔 1 〕 )

四
、

解 阵 列 方 程

1
、

设阵列方程

( A
:
)

`
( A

Z
)

“

m l 火 n 1
m

Z X n Z

中 m k = n k ,

且 A
:

满秩 ( k 二 1

… ( A
i
)

i
X = B

m 1 X n 奋 n l X n Z X … X n l m l X m
Z X … x m -

2 , … i)
,

则

X = ( A护 )
`
( A护 )

2 … ( A丁
二
)

n 一 火 n z X … 只 n t n 一 X n 1 n z X n Z n i X n

= B

n l 又 n Z X … 义 n

这是因为 ( 8 ) 式所对应的矩阵方程是

( A ;⑧ A : ⑧… A :
) X

( n
: n : … n ;

) X ( n
1 x n : … n , ) ( n

I n : … n , ) x l

= b

( n
I n Z… n : ) x l

上式的解为
= ( A

;

⑧ A
Z⑧… ⑧ A , ) 一 ’

b

( n
, n Z… n ; ) X l ( n

, n : … n 、
) X ( n

I n Z
,

二 n l ) ( n
, n :
一 n ,

) x l

二 ( A丁
互⑧ A万

’
⑧ … ⑧ A下笼 ) b

( n
I n 2 … n , ) 义 ( n

飞 n Z
一 n , ) X l

( 1 1 )

( 1 1) 式对应的阵列形式为
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x = (A 万盆 )
`

(A 百 1
)

“ … (A 了
1

)
IB

n 一 xn Z X
’

二 Xn ` n 一 xn ln z Xn Zn i xn ln 一 xn Z“
’

xn l

这就是阵列方程 式的解

如果 m、 姜 n 、
(k = 1, 2 , … ,

i ) 则

X 二 ( A玄)
’

( A丈)
“ … ( A t )

’ B

n 一 X n Z X … X n i m l x m
艺 X “

’

x m l

其中 A吉表示 A
、
的广义逆

“ + ”
逆

。

2
、

设观侧阵列方程为

V = ( A
;

)
’

( A
:
)

“
… ( A i

)
i X 一 L ( 1 2 )

m 2 x m Z x
. ’ ·

x m 连 m 1 X n l m
z x n Z

m i X n 一 n l X n Z x … x n i m l X m
Z x … X m `

它对应的矩阵方程为

v = ( A I⑧ A
: ⑧… ⑧ A 。 ) x 一 L ( 1 3 )

( m 一m
: … m ; ) x l ( m

;
rn

: … m , ) X n : n : … n 一 ) ( n
: n : … n , ) X l ( m

; m : … m
;
) x l

v = A x 一 乙

m X 1 m X n n X 1 m x l

曰X其中 A

们1 X n

= A
:

⑧
m 1 X n l

A
: ⑧ ”

’

m
2 X n z

⑧ A ,
m = m 一m 2

. ` ’

m 盆 , n = n I n Z
` ’ `

n l o

m n

( 1 3 ) 式的最小二乘解是

妥 =
(A

T
A )

一 ` A
T I

n 火 1

〔 ( A ;⑧ A : ⑧…⑧ A , ) T ( A
;⑧ A

: ⑧ … A ;门 一 ’
( A ,⑧ A : ⑧… ⑧ A ; ) T 落

八

ù
n 又 1 m X I

二 〔 (A 百A
: )一 ’ A豹 ⑧ 〔 (A 军A

: ) 一
`
A百〕 ⑧… ⑧ 〔 (A TA

;

)
一 `

A幻

由此可得到 ( 1 2 ) 式的最小二乘解为

〔 (峨 A :
)
一 ` A劲

` 〔A百A :
)
一 ` A百〕

“ … 〔 ( A下A
, )一

’
A百〕 ` L

m 1 X m
Z X … X m l

( 14 )

若加权时
,

X

( 1 3 ) 式的最小二乘解为

= ( A T PA )
一 I A T P 乙

n 火 1 m X l

= 〔 ( A百P
:
A

,
) 一

’
A玉p

:

〕 ⑧ 以 A百p
: A

Z
)
一 `

A百p
:

〕
么

⑧ … ⑧

以 A百P
. A . )

一 ’
A百p

, 〕

其中 P 为权
,

且 P = P ,

⑧ P Z

⑧
n X n n z X n l n Z X n Z

… ⑧ P . ,

由此可 以得到 ( 1 2 ) 式加权的最小二乘解
n 2 X n l
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= 以 A Tp
: A : )

一 `A 百p
:

〕
’
〔( A 百p

Z
A

:
) 一 ` A百p

:

〕
2 …

ll l

X

X n Z X … X n 花

〔 ( A 丁P
. A . ) 一

`
A TP

` 〕 L

m 、 X m 一 X … X m 云

( 1 5 )

( 参见 〔 1 〕 )

五
、

应用举例

例1
、

遥感影象效字纠正

把被纠正影象划分为较小的影象片
,

如图三所示
,

y

“

爪3’

图三 ( a ) 原始影象

对于一小片中的任意象元素 P 纠正变换后的坐标
,

x P = A
; + A

:
X

P + A
3
Y

P + A
`
x

P
Y P

y P = B I + B
z
X P + B

s
Y

P + B `
X P Y P

图三 (b ) 纠正后影象

按下双线性插值公式
:

} ( 1 6 )

计算
,

其中 A : 、

B . ( i =

坐标 ( x s ,
y , ) 和 ( X j ,

即满足矩阵方程
:

1 , 2 ,
3

Y ,
) ( j = 1

4 ) 是待定参数
,

它们是通过该小片四个角点的 已知

2
, 3 ,

4 ) 求得
。

每个角点的坐标满足方程 ( 1 6 )
,

1
.

|1
..!112

1么34AAAA
l/

…、....了
1

l

ot
we
ee尸XX

J工J.1

11
Jl

.

!
、

!
⑧

⑧

l

Y矶

主2
Yy

11

J.土1一..211
.
1了...、

一一

\、

…
11

`

j护/

342-
AAAA

/|.

1
||||\

IJ
.

|
.

尸
X

1
Y I

X
2 Y x

X x
y :

X
Z Y :

X
一
Y

r

X
:
Y l

X
1
Y Z

X : Y
Z

飞
.

1
.

||!
/

廿

,孟1`34BBBB
/了|

|
l

火

、
.

...产ō 1.卫.尸XX产.lee
.工了...、

一一

\

l

…
J|/

lè34BBBB
/11|

L

I
J
we

l!l

…
/

X 1 Y I

X
:

Y :

X 一 Y Z

X
Z Y :

X I Y z

X
Z
Y :

X
I
y :

X
2 Y 2

1一,11占
,1

1ǔ
J

ll上J土

一一一一

、一

…
一一了了\ 、l|

we
!,
JXXXXyyyy

/厂|

|
!
1.

|
、

厂
.1

|
. 1|
.

|se

矩阵方程所对应的阵列方程为
:



第l 期 阵 列 代 数 及 其 在 测 量 上 的 应 用

产l w s eew e、尹l s el ..、

一一一一

、 Js e!
护、
卫 .

I J产

4 2
XX,̀3XX

y
一

y
Z

y
3

y
4

喜; )
’

〔
墓: }

`

{

别
’

{

套: )
’

〔

A
1

A Z

A s A 4

B
I

B :

B 3 B -

..r叮.万、护.....月气

解阵列方程得
:

、 .口...尹、
l
.

ee
声
.

尹...
`

l-Ieees/ee.̀1A I A
:

)
=

(! : 墓: }
一 ’

)
`

(( : 委; )
一 ’

)

}
一

({ : 墓;)
一 ’

)
`

(! : 委; }
一 `

)

X 一 X 么

x 3 X `

y l y 么

y s y 心

拟Bz.B

白的三」

3LBB
Al]

尹、.̀.1̀l尹

1
1

(参见 〔 6 〕 )
,

在此例题中
,

将 4 x 4 阶矩阵求逆转化为二个 2 x Z 阶矩阵求逆
。

我们知

道
,

m x m 级矩阵求逆阵需要乘法运算次数 是 李 m ( 4 m
, + 3 m 一 1 )

6

加法运算次数是

乏
m “ m

’ 一 3m 一 ` ,
。

“ ` 阶矩阵求逆阵需 5” 次乘法运算
, 3 ` 次力口法运算

;
二个 , X ,

阶矩阵求逆阵需 14 次乘法运算
,

12 次加法运算
。

阵方程节约时间和计算机的储存
。

例 2
、

教字地面摸型

地形模拟方法有五个步骤
:

数据获取
、

镶

嵌子程序
、

初步最小二乘法拟合
、

内插
、

终端

多项式的计算
,

第三
、

五步骤能应 用 阵 列 代

数
。

如图四所示的 X O Y 平面上的矩形 网 格
,

每点 ( x
. , y , ) ( i = i

, 2 ,
3

, 4 ,

j = i ,

2
,

3 ) 的高 程 观 测 值
z ; , ,

是 未 知 函 数
z = f (

x , y ) 在这点的值
,

即

2 1 ; = f ( x
, , y 、 )

。

通常可以用多项式

1 1
z = 习 习

e P 。 x p y
q

从这些数字中可以看出
,

解阵列方程比解矩

图四

P = o q = 0

来近似代替函数
z 二 f ( x

,
y )

,

最小二乘法来估计多项式的系数 g
。 。 ,

C
。 : ,

C
: 。

C : : 。

观测

方程可写为

A C 二 z + v
( 17 )

1 2 X 4 4 x 1 12 X 1 1 2 x l

其中

C “ ( c
。 。 , e 。 1 , e : 。 , e 一 :

) )
T

4 X l
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Z

2 1X l

= (2 1 1, 2 1 : , 2 1 3 , 2 2 2 , 2 2 2 , z : 3 , 2 3 , , 2 3 2 ,

1 98 5 年

z ; l , z ; : , z ` 3
)
T

v = ( v
1 1 , v , : , v , 3 , v : , , v : 2 , v 2 3 , v 3 , , v 3 : ,

1 2 X l

v ` , , v 4 : , v ; 3
)
T

1

A = 1

1 2 X 4

y 1 X l

y
名 X l

y 3 X l

y
1 X Z

y
2 X Z

y
3 X Z

y 1 x 3

y 2 X 3

y
3 x 3

y
l x `

y Z X 落

y
s x `

X l y l

X z y Z

X l y
3

X 2
y

l

X 2
y

2

X 2
y

3

X 3 y l

X 5
y

Z

x 3
y

3

X 4
y

l

X ` y Z

x 4 y 落

1

1

J

rotl
.

we、、

⑧

-ZQ曰4
XXXXj土,土

,,1,1/了l

se
l

se

、 11
.

||l
.se

|
!se

||
se.

l
we

|
.

l
lsel
se

\ 1

1土,上j土,土
月.山,土,上月土,占,土1--L厂

lllwe

l
l

…

…
观测方程的阵列形式为

( A
二

)
`

( A
y
)
“

C

4 X 2 3 X 2 2 X Z

其中

V

4 X 3

( 18 )十

介J

NX

J任

一一

,

、

|
.

七l之l
.lr.es

l
z/v 生 2 V l s

112l

.
.̀吸l

43

佗
1.

12!沱
es

庵
、

C =

2 X Z (
c 0 0 c o l

c 1 0 c 1 2) Z =

4 X Z

Z 一 2

2 2 2

2 3 么

2 4 2

` 1 3

{
z “ 3

}
2 3 3

}
乙 4 “

/

V =

4 X 3

}
v “

甲
4 `

V 2 2 V 2 3

V 3 2

V 4 么

V 3 3

V 落 s

、 、
二...1月.尸,123yyy

1土,土

A
, =

3 `< 2 {1
,

、

\ 11
.
.

11一

l
lJ/

3214
XXXX1土J.上,l,1/leses

..

ll

…
L
\

A
二 =

4 X Z

( 18 ) 式的最小二乘解为

。 = 〔 ( A万A
二

)
一 ’

A要〕
’ 〔 ( A百A

,
)
一 `

A不〕
“ z

2 X 2 4 x 3

这种方法可以推广到网格数据点为 N = m n
个

,

拟合的多项式是高次的情形
。

一般地
,

用

多项式
a se l

z =
习
P = 1

已 ~ 1

习
e p , x p y q

q = 且

|
lsel

|II
J

= ( 1
, X , x Z , … x a 一 皿

)

产

C 0 0

C 1 0

C a _ -

c 0 1

C 一 z

c o

C l

、

丫
1 卜

b一 1 y

I C a 一 1 2 “
’

C 。 一 , ` _ 1

近似代替 z = f ( x , y )
,

观测方程的阵列形式为
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2、̀几.. ,.r..J口

、

l
|

.

…
/ !

X I X 生

X 么 X Z

x 飞
-

x 一

y 全
’ `

y 全
’ `

22

… …
X m X

2

m

x 二一 1

{为
、

1
,

{
`

:

y : y l

)
`

}){{丫
{
卜三

夕 火l y
·

yn
“

.

J

土
刁l
。J土

.

/

1
.

1

|Jr.
.

lee
...、
.

Z 一 2
. ’ .

Z l n

2 2 2 … Z 么 n

z 口 ,
’ ` ’

z m n /

△
m X 皿

V 生艺

V 么 z

V 生 n

V Z n

1占.几.几
2C o

反!
’

C o b 一

C 一 b -

00

一 1 I C a 一 : C一 l b ~ 口 1
V 口 : V m .…

龟|
.

产
l
.

l’seIZ扒 |州

|
刁门ó,曰曰、岁口卜乙

IJ、日认

( A
二

)
`
( A

x

)
Z
C =

m X a n X b a X b mxz
: + ( 1 9 )

最小二乘法来估计多项 式的常数 C
,

得
. X b

.工

-
、

、.口/

工

A T A Z
/了.、、..lrZj

ěC
已 X ` 叮〔(

A

yT̂ )
一 ’

A :〕
“

m X n

(参见 〔 2 〕 〔 5 〕 )
。

例 3
、

以三线性多项式

l l

w 二
艺 艺
任= o q = o

· x p
y

q z ,

q、矛
产q

z

I

习

近似代替函数 w = f (
x ,

= O

y
,

,

用最 小

乘法估计多项式的系数 C
F , ,

( p = 0 , 1 ,

q = 0
, 1 , r 二 0

。

1 )

已 知 网 格 数 据 点 ( x * ,
y , , Z k

)

( i = 1 ,
2

,
3

,

j = 1 , 2 , 3 ,

k = 1 , 2 , 3 )
,

(见图五 )
,

在数据点 (
x , ,

y s , z 、 ) 上

的观测值 w ; j k ,
( i

,

j
,

k = i , 2 ,
3 )

,

观测方程为

A C = W + V ( 2 0 )
习 7 x 8 8 x l 名 7 x l 名 7 x l

lllllllllll

褚褚褚褚旨一一 !!!

一一一一一 ]]]
JJJJJJJJJ

/////////
/////////

/////////
产产产产产

X

图五

J土
`

土, .
奋尹......、

⑧

、 l
.

sese
./

yyV11刁1月̀
/

!
L

1口

r

!
几
、

一一A
留 7 只 8

1

1

C 二

8 又 1

W =

二 7 又 1

V =

公 7 X l

( e
。 。 。 ,

( w
; , , ,

( v
: l x ,

:{!
= ·

·

…叭

e 。 ; 。 , e 。 : 1 , e l 。 。 , e l 。 ; , e 1 1 。 , e l ; 一
)

T ,

W ; ; 2 , … w 0 5 3

)
T

V 1 2 2 , ”
’

v 3 s 3

式的阵列形式为

( A
二

)
’
( A

,
)
“
( A

z

)
“
C

)
T

W + V ( 2 1 )
3 X 2 3 X 二 3 X Z 翻 X 月 X 月 3 X 3 X 3 3 X 3 X 3
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一
~ ~

-
~

一
- - ~

-
叫

-

其中 C
, X 3 丫 ,

估计为

W
、

V W
的阵列形式

。 ( 2 1 ) 式的最 小 二 乘
3 X 3 X 3 3 试 3伏 3

分别是列向量 C
、

8 X t 自 7 X l

v
, 7 X l

己
= 〔 (IA

A
二

)
一 ,

A `〕
’
〔 (A扒

,
)
一 ’

A手〕
2

〔 ( A林
·

) 一
`
AW

、

欺
自 只 翻 X .

… n

以上三个例子
,

是在二
、

三维空间讨论的

个
,

拟合函数式为

,

我们可以推广到 i 维空间
,

网格数据点
n , n :

a z

习
o j

: = 0

a 1

“
’

j
.

孔
C j

,

j : … j
, f j ( x

,
) f j

:
( X

Z
)
二

,

f
.

( x
;
)

。

J 五

例4
、

已知救点是柱面网格
,

如图六所示
。

用函数

!

习 C .
1
习

来逼近函数 w = w (r
,

= . 、 = .

0
, z )

i 、 f i
(
r ) g ; ( 8 ) h 、 (

z )

用最小二乘法来估计 C : i 七
。

观测方程为

. /通...里l胜、

⑧(
f 。

( r
、
)

f 。 ( r
:
)

f 、
( r

、
)

f ,
( r

:
)

f :
( r

、
)

f
:
( r

:
)

g
。
( 9 1 )

g
。
( 0

:
)

g
。
( G3 )

g :
( 0

!
) ) rh

。
( `

!
) ” ! ` z ! ) ) 。。 。 .。 。

、
g , ( e : ) 1⑧ }h

。
( z

:
) h , ( 2

2
) } !

:

1
二

g , (。 3
) ) 七h

。
( 2

3
) h : ( 2

3
,’ 、

: :立:
`

W
!
“

}
+

{
v

、
` ’

W
乞 3 3 , 气 V 么 , 3 〕

1 S X I ! 8 X l

阵列形式为

9.口( A r )
’

( A )
2
( A ` )

3
C = W +

自义 3 3火 3 笼 , 3 X , 袄 , , X 3试 3

V
盆城 3又 3

因此
,

C 的最小二乘估计为
3 X 留城 ,

己
= 〔 (A协

; )一 ` A和
` 〔 (A 扒

。
)一

,
A和

2 〔(A扒
、 )一

`
A幻

3

3 城 二火目

W
2 X 3 X 3

Z

`在日` o、

一一 , ,电电. 口 . 目口口

、、 如
.....

、、 比~~~~~

户户户

理理二、、

场场个一一一
///

台一一
Y

X

图六
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.J ` 曰

, 、 、 应用障列代数的条件限制

阵列代数仅描述一类特殊的线性方程组
,

是一种特定的代数运算方法
。

因此
,

它只能限

于处理格网数据
,

要求逼近的函数满足一定的形式
,

且阵权能分解
。

为了把设计矩阵分解为矩阵的直积形式
,

要求所给的数据必须是格网数据
,

这些格网的

空间位置可以任意
。

如在平面上
,

在直角坐标系内
,

平行于两坐标轴的直线的相交点构成平

面直角坐标格网 , 在极坐标系内
,

园与射线的相交点构成极坐标格网
。

如图七所示
。

在空间

中
,

空间直角坐标系内
,

平行于坐标平面的平面的相交点构成空间直角坐标格网 , 柱面坐标

系内
,

平行于 X O Y平面的平面
、

园柱面和过
z
轴的半平面的相交点构成柱面坐标网

,

球面坐

标系内
,

球面锥面和过 z 轴的半平面的相交点构成球面坐标格网
。

如图八所示
。

必必必巴巴 ,,

图七 极坐标格网 图八 球面坐标格网

关于数学模型的限制
,

我们以平面直角坐标格网来讨论
。

观测方程 ( A
二

⑧A
y
) C 二 乙+ v

对应的阵列方程 ( A
二

)
`

( A
,
) Z c 二 L + v

要求
c
具有一定的对称性

, 乙的模型应该是以下形式
:

` 二甲军
c o j` . `x , g j ` y ,

这个条件是充分的
。

例如
,

可用多项式来逼近或用三角函数来迫近某一函数
,

即

=
习习C . 。 x , y ,

l 夕

卜 习习
a , . x r c o s y + 习习 b

, . x ` s i n s y
。

r 5 r .

一般地有

卜 习 叉 …习
“

J
1

J
Z

Jk

j !
j
Z … j

, f j
;
( x

!
) f j

:
( x 么 ) … 企j , ( X · ) ( 2 2 )

关于权阵 P 的条件限制
, P 必须能分解为两个矩阵的直积

,

即
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P =p:⑧ p:

在独立观测的假定下
,

如果存在着与格网的行有关的数
r ; , r Z , … r m

和与列有 关 的 数 k
, ,

1
1

1!

:n曰
l入

..皿r一一`.、
k Z , … k

。 ,

则把 P 分解为 P
二

⑧ P ,

是可能的
,

此时观测值 l , ,

具有权 P i

k
1

⑧

\

!
.

!一一
,

少/0rm

2
r

.月孟r/les
es

P =

( m n ) 只 吸田 u )

P
二

⑧ P

k
二

少

一般地

P = P
二

⑧ P ,

⑧ …② P

( m
l … nr

i
) X ( m

L… m l
) m 1 X m

一
m

Z X m Z m i X m
i

在另外一种情 况下
,

权矩阵也能分解
,

这 时
,

观测值 z ; 。 二 f( x . ,
y : )

, z h 、 = f( x k , y 、
)

之间的协方差应满足

CO V ( i j
,

h k ) = e “ e x p 〔 一 a “
( x , 一 x k )

2 一 b
Z
( y j 一 y 、

)
“ 〕

,

其中
c 、 。 、 c 为固定参数

,

在这种情形下
,

观测值被排列的协方差习形如
:

习
二
习

二

②习
y

这里万
二

的 ( i
,

h ) 元素为
e e x p 〔 一 a “

( x
: 一 x h

)
“ 〕 ,

而习
,

的 ( j
,

k ) 元素为
e e x p 〔 一 b Z

( y 一

y k
)

2〕
,

相应地

P 二 (习
:

②习
y
)

一 ’ 二
习 : ’

②万 :
’ 。

(参见 〔 2 〕 )

七
、

阵列方法的效率

我们以解线性方程组为例
,

说明阵列方法的效率
。

没线性方程组

A x

N X N N X I
言

、

专 ( 2 3 )

其中 !A }奔 。 ,

且 A 二 A , ⑧ A
:

⑧ … ⑧ A
. N = n l n Z

…
N x N n l

⑧ n , n : X n : n . X n *

A
、

⑧ A
、

⑧ …⑧ A
、

X
刀 1 X n l n Z X n : n ; X n i N X I

= b

N x l

( 2 4 )

对应的阵列形式
:

( A
:
)
`

( A
Z
)
“
一 ( A

。
) i X = B

n l 又 n 生 n 2 X n 2 n . x n x n 一 x n Z X
`

” X n i n l x n Z X “
·

X n i

( 2 5 )

当 i 二 3 时
,

解方程 ( 2 3 )
,

计算 A 一 `
的运算次数与N

“
成正比 ;

解方程 ( 2 4 )
,

计 算
N X N

A 丁
`
⑧ A万

`
⑧ … X A 一 ’

的运算次数与 N
Z

成正比 ;
解方程 ( 2 5 )

,

计算的运算次数与 N
n 2 x n 1 n Z x n Z n 且 x n `

成正比
。

关于存储空间
,

方程 ( 2 3 ) 需要 N
“

个地址
,

而方程 ( 2 5 ) 只需要 N 个地址
。

阵列

的维数 i 越高
,

提高的效率越为显著
。

(参见 〔 3 〕
、

〔 4 〕 )
。

关于计算矩阵 A 的逆阵 A 一 `
所需乘法和加法运算次数

,

有下列计算公式
:

(用高斯方

法 )



第 l期 列 代 数 及 其 在 测 量 上 的 应 用 竹

乘法次数

加法次数

土
n ( 4n

, + 3 n 一 i )

6

土
n ( 4 n 2 一 3 n 一 i )

6
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T h e b a s i e p r i n e i p l e o f

t i o n r e l a t i o n b e t w e e n t h e

t h e s o l u t io n t o t h e l e a s t

a r r a y

a r r a y

s q U a r e

o f a r r a y a l g e b r a t o s u r v e y i n g 15
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T he t r a n s f o r m a -

a n d m a t r i x e q u a t i o n s , a n d w i t h t h e a id o f t h i s r e l a t i o n

p r o b l e m b y a r r a y a l g e b r a a r e e x p o u n d e d
.
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.
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t h e m e t h o d a r e e x p l a i n e d
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