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形变反演模型的非线性平差

陶本藻1

(1　武汉大学测绘学院 ,武汉市珞喻路 129号 , 430079)

摘　要:阐述了反演问题参数估计的质量要求 , 将反演理论中的分辨率和精度与平差中的良好统计性质作了

对比分析 ,为使反演参数得到良好估计 , 提出平差处理对策。针对反演问题经常是非线性模型 , 提出了非线性

平差的几种方法 ,最后给出参数筛选的原则和相应的统计检验方法。
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1　形变数据反演的平差问题

随着高精度形变测量的开展 ,对解算形变参

数的精度要求愈来愈高 ,以满足反演地球物理模

式和工程变形机理的需要 。

形变数据反演问题的主要工作是形变模型的

建立 、模型参数的解算以及物理解释 。形变模型

的建立是将大地测量数据表达成反演参数的某种

函数或者说用一组参数去拟合形变数据 ,建模是

反演问题的核心 。例如 ,在地壳形变数据反演中 ,

常采用位错模型作为地震破裂模型;在反演地球

动力学的基本问题 ,如板块运动 、构造应力场等

时 ,则一般采用固体力学模型 。

设形变观测向量为 L ,反演参数为 X ,则形

变模型为:

L
n×1
= f(X

t×1
) (1)

式中 , L 为地震位移场向量 , X为地震断层半长 、

宽度 、倾角 、震中位置等地震模式参数
[ 1]
。 L 是

由GPS 获得的地壳水平运动速率数据 ,用来反演

块体旋转运动参数 X
[ 2] 。

反演参数的解算有其特点:①形变模型一般

是非线性的 ,属非线性反演 ,由于一般难以取得参

数的充分近似值 ,用线性化模型解算将会含有较

大的模型误差;②形变模型一般是确定型模型和

拟合型模型的结合 ,存在参数的优化选取和筛选

问题;③形变模型有时是秩亏的或者是病态的 ,因

此观测向量 L 的方差阵也经常是奇异的 ,即存在

 DL =0等情况。

物理解释的核心问题 ,是如何根据测量获得

的数据信号 ,推测形变体内部与信号有关部位的

物理状态 。其关键是需要较精确的反演参数 。

除了反演物理解释外 ,实际上是结合反演专

业知识的一个测量平差系统 ,包括观测数据和参

数的先验信息 、函数模型和随机模型的建立和调

整 、参数的估计和假设检验 、参数的精度和置信区

域等。形变模型的不断调整 ,决定了平差过程的

循环性。

2　反演参数估计的质量要求和平差

对策

2.1　反演参数的估计应与观测数据拟合得很好

最小二乘法是一种最佳拟合方法 ,所以应采

用最小二乘平差估计反演参数 。

对于模型(1),其原则为:

[ f( X)-L] T P[ f( X)-L] =min

对于线性反演模型:

l
n×1
= A

n×t
X
t×1

(2)

其原则为:

(A X -l)
T
P(A X -l)=min

设 l的方差Dl =σ
2
0Q ,则 Dl ≠0 时 P =Q

-1;

 Dl =0 , P=Q
+。

此处要求 n >t ,多余观测数大一些好 。当
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n=t 时 ,表面上完全拟合 ,实际上是按无测量误

差处理 ,反演并不可靠;n <t ,则反演一般是无效

的 ,必须采用特定方法谨慎处理 。以下仅讨论

n>t情形 。

2.2　反演参数的解应是惟一的

当式(2)中系数阵列满秩时 , R(A)=t ,其最

小二乘解惟一。

如果在式(2)中 , A 列亏 , R(A)=r<t ,产生

秩亏 d =t -r ,其最小二乘解满足法方程:

N X =A
T
Pl　　　R(N

t×t
)= r < t (3)

其解不惟一。原因是所选反演参数间存在某种约

束 ,或者尚未顾及参数的基准和边界条件 。在模

型中引入这种约束和条件 ,可以消除秩亏现象 ,或

者利用秩亏平差理论 ,找出符合实际需要的惟一

最优解。

在反演模型中 ,式(3)有时出现病态现象 ,即

虽然 N 非奇异 ,但其行列式 N 接近于零。此

时 ,理论上认为其解惟一 ,但当法方程系数有微小

变动时 ,对其解影响极大 ,实际上具有多解 ,这将

会严重影响反演质量 。造成这种问题的原因主要

是所选参数间存在严重相关 ,因此 ,所选参数间应

进行相关性检验 ,剔除相关参数 ,消除病态 ,使其

实际上获得惟一解。

2.3　反演参数解要有较高的分辨率

设式(2)的任意解为:

 X = Hl (4)

H为A 的广义逆 , H ∈ A- ,分辨矩阵的定义为:

R
t×t
= H

t×n
A
n×t

(5)

如果分辨矩阵 R 为单位矩阵 I ,即

　　　　　　　　HA=I (6)

时 ,称为完全分辨。

对式(4)取期望 ,得:

E( X)=HAX

可见 ,当式(6)成立时 , E( X)=X ,  X 为 X的无偏

估计 。可见完全分辨与无偏估计是同一概念 。如

果 HA≠I ,参数解有偏 ,要求分辨率较高 ,就是要

求有偏度较小。

当 A列满秩时 ,存在广义逆 H 满足式(6),

此时 H 为A的左逆 AL ,矛盾方程式(2)的最小二

乘解为:

 X =N
-1
A

T
Pl (7)

与式(4)对比 ,此时 H =N
-1
A

T
P ,满足式(6)。

式(7)的  X是无偏估计 ,参数解完全分辨 ,具有最

高的分辨率。

当 A列秩亏时 ,矛盾方程式(2)的最小二乘

解为:

 X =N
-
A

T
Pl (8)

此时 H=N
-
A

T
P , N

-
不惟一 。取 N 的任何广

义逆 G ∈ N -(除 G =N -1外),其分辨矩阵 R=

HA总不能等于单位阵 ,即 R=HA=N-N ≠I。

事实上 ,式(8)的解是 E( X)≠X 的有偏估计。

已知 A 的秩 R(A
n×t
)=r<t ,则式(6)左边的

秩为:

R(HA)≤R(A)= r < t

而式(6)右边的单位阵 I 的秩R(I)=t ,两边秩不

等 ,说明在 A列亏时 ,式(6)不可能成立 ,亦即 A

的这个广义逆H 此时不存在。

A列秩亏 ,完全分辨的估值  X 不存在 ,此时

应尽可能寻求分辨率较高的解 ,秩亏法方程式(3)

的最小范数解或部分参数最小范数解就是分辨率

较高的 ,或者说有偏度较小的估计方法 。在反演

平差时 ,可令近似值较为精确的那些参数的范数

为最小 ,即对式(3)附加最小范数条件:

 XT
W X =min

其参数解为:

 X =(N-m)WA
T
Pl (9)

式中 , W为基准权;(N
-
m)W 为带权 W 的最小范

数逆 。

2.4　反演参数解的精度要高

由式(4)的反演参数任意解  X的方差为:

D X =HDlH
T =σ20HQH

T (10)

要求各参数的估计方差要小。

满秩平差问题的参数估计式(7),秩亏平差参

数的最小二乘最小范数解式(9)也具有方差最小

性 ,即解的精度最高 。

综上所述 ,对于线性反演问题 ,质量最高要求

与平差参数估计是一致的 ,即解惟一 、最小二乘平

差 、参数最优线性无偏估计。当无偏与方差最小

不能同时满足时 ,应采用平差中一贯原则 ,反演参

数保持方差最小性 ,有偏但有偏度要小;而单位权

方差 、参数精度估计则保持无偏性 ,方差最小性不

能满足。

对非线性反演问题 ,也可按上述要求尽可能

地获得良好的参数解。对于非线性函数 f(X),

由于

E[ f( X)] ≠ fE([  X] )

所以非线性的最小二乘估计将不可能是无偏的。

然而 ,当非线性函数用台劳公式展开仅取至一次

项时 ,其线性最小二乘估计是最优无偏的 ,自然可

以通过迭代求得非线性函数的最小二乘估计 ,以
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保持其良好的统计性质。

3　形变反演模型的非线性平差

非线性反演的函数和随机模型为:

L
n×1
= f(X

t×1
)+Δ (11)

DL =DΔ =σ
2
0 Q (12)

设 X0 为 X 的近似值 , X=X0 +x ,将 f i(X)在

X0 处用台劳公式展开得:

fi(X)= f i(X0)+f′ix +Ri(x) i =1 ,2 , …, n

(13)

Ri(x)为二次和二次以上项 。若仅考虑二次项可

表示为:

R i =
1
2
x
T
f″ix (14)

式中 ,

f′i =(f 1 , f 2 , … , f t)
T
i ;f j =

 f(X)
 Xj X

0

f″i =

f 11 … f 1 t

… …

f t 1 … f tt

;f jk =
 
2
f(X)

 Xj Xk X
0

3.1　附加常数项的迭代平差

将式(13)代入式(11)后的误差方程为:

V = A x -(l -R) (15)

式中 , l=L -f(X0), A=(f′1 , f′2 , …, f′n)
T
,并

将 R仅视为常数项予以补偿。在式(15)中不考

虑 R ,最小二乘估值为:

 x1 =N
-1
A

T
Pl (16)

V1 =A x1 -l

代入式(13)中的 R i( x1),一般可取至二次项 ,即

取 Ri=
1
2
 x1

T
f″i x1 。

将 Ri 代入式(15),得最小二乘估值为:

 x2 = x 1 -N
-1
A

T
PR (17)

V2 = V1 +(Q -AN
-1
A

T)PR (18)

完成一次计算 ,将其结果 X0 + x 2 再作为参数的

近似值 ,重新计算常数项 l ,再用上述方法迭代计

算 ,迭代时仅改变常数 l 和 R ,最后结果记为  x ,

V。

由于 R 值仅作为线性化平差的补偿 ,虽是参

数 x 的函数 ,近似地不顾及其误差 ,则仍有:

Q x x =N
-1
, QVV =Q -AN

-1
A

T

 σ20 =
V

T
PV

n -t

此法实际上是对高斯_牛顿算法的改进 ,反映在每

次迭代计算的第二步 ,即引入了 R 项 ,算法与近

代平差一致 ,十分简便。

此法是将余项 R 视为常数项。下面提出的

方法 ,则是将 R 归入误差项。

3.2　附加系统权平差

误差方程为:

V =A x - l

将 R归入误差项 ,视为非线性函数线性化的系统

模型误差 ,此时 l 的误差为 Δ+R , Δ与 R 独立 ,

则有:

Dl =DΔ+R =DΔ+DR (19)

Ri 仅设为二次项 ,即由式(14)确定 。按二次型方

差和协方差公式[ 3] :

D(yT By)=2tr(BDyBDy)+4E
T(y)BDyBE(y)

(20)

D(yT By , yT Cy)=2tr(BDyCDy)+

4ET(y)BDyCE(y) (21)

可得 R i(式(14))的方差_协方差为:

D(R i)=
1
2 tr(f″iDxf″iDx)+E

T
(x)f″iDxf″iE(x)

(22)

D(Ri , Rj)=
1
2
tr(f″iDxf″jDx)+E

T(x)f″iDxf″jE(x)

(23)

用 x 1代 E(x),  D x
1
= σ20 Q x

1
 x
1
代 Dx ,即得上两式

的估值  D(Ri)和  D(R i , Rj), 由此构成 DR =

σ20 QRR 。

此时平差的随机模型为:

DΔ+R =σ
2
0(Q +QRR)=σ

2
0P
-1 (24)

平差原则为:

V
T(Q +QRR)

-1
V =min

其解为:

 x =(AT(Q +QRR)
-1
A)-1AT(Q +QRR)

-1
l

(25)

Q x x =(A
T(Q +QRR)

-1
A)-1 (26)

其平差步骤为:①先不考虑 R 项作预平差 ,求误

差方程的最小二乘估值  x1 , Q x
1
 x
1
,  σ20;②按式

(22)、式(23)构成 DR 、定权;最后作一次性平差 ,

求出  x1 。此法不必迭代 ,称为附加系统权平差

法。需要指出 ,平差时一般可将 DR 视为对角阵 ,

可以不必考虑 R i和 Rj 的协方差。

由于形变模型的建立 ,参数设置 、权的匹配 、

先验统计特性的正确性等一系列问题比较复杂 ,

无论采用何种平差方法 ,验后必须进行平差模型

正确性的检验 。
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4　反演参数筛选的统计检验

在形变模型中 ,如果引入不必要的参数 ,理论

已经证明 ,过度参数化将会影响模型中主参数的

精度 。为此 ,需要对参数的显著性进行检验。

模型参数分为主参数和副参数两类 ,主参数

必须存在 ,副参数可以筛选。

设副参数为 y
u×1
,经平差求得估值  y ,协因数

Q y y ,单位权方差 σ
2
0=Ψ/ f ,检验原假设为:

H0:H
c×u

y
u×1
=0

当 c=u , H=I 时 ,检验全部参数是否为零 ,特别

地当 c=1 ,且 H=(0 0 1 0 0)时 ,即检验其中之一

的显著性 。检验统计量为:

F =
(H y)

T
Q
-1
H
 y
, H
 y
H y/c

Ψ/ f
(27)

F 服从自由度为 c , f 的F 分布。拒绝域为:

F >F(1-α), c , f

对于检验一个参数 yi 情形 ,其统计量为:

F =
 yiQ

-1
 y
i
 y
i
 yi

Ψ/ f =
 y2i
σ
2
0Q y

i
 y
i

=
 y2i
σ
2
 y
i

(28)

　　对于反演参数的引进的合理性要充分注意 ,

而验后检验筛选的要求可以适当放宽 ,目的是不

要轻易舍去所引进的参数 ,但次要参数应通过检

验清除。

在回归分析中 ,一个比较合理的标准较宽的

筛选准则[ 8]在反演问题中可以应用。即当

D y = σ
2
0 Q y y ≥ yy

T
(29)

时 ,即使筛去的参数 y 的影响确实存在 ,还是可

以使余下的参数精度得到提高 。

对式(29)两边左乘
1

 σ20
y
T
Q
-1
 y y ,右乘

1

 σ20
Q
-1
 y y y ,

得:

1

 σ20
y
T
Q
-1
 y y y ≥

1

 σ20
y
T
Q
-1
 y y y 2

即 y
T
Q
-1
 y y y/ σ

2
0 ≤1 (30)

式中 , y 与σ20 未知 ,用 y ,  σ
2
0代替 ,得:

 y T
Q
-1
 y y y/ σ

2
0 ≤1 (31)

这就是式(29)的具体化。于是 ,

F =
 y T
Q
-1
 y y y

u σ20
≤

1
u

(32)

u 为向量 y 的维数 ,这就是式(27)当 H 为u 阶单

位阵的情况。式(32)说明 ,当同时检验 u 个参数

时 ,由 y 估计的单位权方差
1
u
 yTQ-1 y y y 要大于由

观测残差估计的单位权方差 σ
2
0 的 1/ u 就应保留

这些参数 。当 u =1时 ,由式(32)可得:

t =F
1
2 = yi  σ0 Q y

i
 y
i
≤1 (33)

t 为服从自由度为 f 的 t 变量 。式(33)表示 ,如果

 yi 的值小于其 1倍中误差 ,该参数应该筛去 ,而

通常的规则大约是 2 ～ 3倍中误差 。

此外 ,在决定某些参数取舍时 ,应考虑选择单

位权方差估计最小的模型 。这是由于残差平方和

的值随着副参数的增加而减少 ,为了防止选取过

多的副参数不宜选择残差平方和最小的模型 。当

副参数增加时 ,残差平方和减少 ,单位权方差分母

也减少 ,总趋势使单位权方差估计值较小 。当参

数个数达到一定的时候 ,单位权方差估计值会达

到最小 ,再增加参数个数 ,其估计值会上升 ,避免

了参数过度化 。
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Hardy Function Interpolation and Its Applications to the

Establishment of Crustal Movement Speed Field
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Abstract:The Global Posi tioning Sy stem(GPS)has been w idely used in survey and its relative ar-

eas in China since the end of 1980s.Several large_scale high precision GPS networks have been es-

tablished since 1991.The integrating adjustment of these GPS netwo rks has been finished.But the

quantity of high precision GPS points is limited , so the crustal movement image of the surveyed

GPS points is half_baked.For these reasons , for the fi rst t ime w e use hardy function interpolation

to establish a largely_covered and valuable speed f ield model , with w hich the crustal movement

imags are also obtained.

Key words:hardy function interpolation;speed field model;crustal movement image
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