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摘　要:鉴于 GM(1 , 1)灰色预测模型中背景值取值方法的不足 , 引入背景值最佳生成系数 , 得到新的背景值

计算式 ,从而将 GM(1 , 1)预测模型扩展为加权灰色预测模型———PGM(1 , 1)预测模型;并对 PGM(1 , 1)预测

模型中的最佳生成系数 p 及灰参数的估计计算进行了详细论述 ,应用迭代法来确定相应的数值。 实例表明 ,

此方法的拟合精度和预测效果均优于 GM(1 , 1)模型。

关键词:灰色预测;PGM(1 , 1)模型;最佳生成系数;迭代计算;背景值

中图法分类号:P207;P258

　　基于现代科学技术的局限性 ,对各类动态系

统(如社会系统 、经济系统 、生态系统及变形监测

系统等),其信息的完备性难以判断 ,已知的只是

部分信息 ,从而使得其信息的建模与分析显得十

分重要 。由于变形体变形的原因十分复杂 ,为保

证人民的生命和财产安全 ,对变形体进行变形监

测和预报分析就显得十分必要 。众所周知 ,变形

监测是一项极其重要的测量工作 ,它涉及到各类

社会与经济问题 ,变形监测数据的处理又是一项

不可忽视的任务 。通常 ,用数学模型和数学序列

的潜在信息进行定量预测是变形分析和预报的有

效方法 。当观测数据序列较长时 ,各种数学建模

方法均可获得满意的预报结果;但对于短数据序

列 ,由于信息量少 ,规律性不强 ,使得某些方法(如

统计预测法)存在预测的不准确性 ,对此问题的解

决 ,人们尤为关注。在这方面 ,灰色预测理论显示

了一定的优越性 ,根据灰色预测理论可建立动态

灰色预测模型 ,但目前存在的问题是 ,以往的 GM

(1 ,1)预测模型都是以固定的背景值(1—AGO的

紧邻均值)为基础进行建模的 ,这样并不足以反映

背景值在建模中的作用 ,而事实上应考虑所建模

型进行预测计算的平均模拟相对误差达到最小来

确定预测模型 ,这样所建立的模型其预测效果会

更优 。

1　GM(1 ,1)预测模型

假设对某变形体的沉降监测中的某一观测点

有 n 期观测数据 ,组成时间序列为:

x
(0)= x

(0)
(1), x

(0)
(2), …, x

(0)
(n) (1)

式中 , n 为序列长度。对 x
(0)
作一次累加生成处

理(1_AGO),以增强数据序列的规律性 ,得到生

成序列:

x
(1)
= x

(1)
(1), x

(1)
(2), …, x

(1)
(n) (2)

其中 , x(1)(1)=∑
t

k=1
x
(0)
(k), t=1 , 2 , …, n 。对此生成序

列建立一阶微分方程 ,即 GM(1 , 1)模型的白化方

程:

d x(1)

d t
+ax

(1)= u (3)

式中 , a 、u 为待识别参数即灰参数 ,其白化值(灰

区间中的一个可能值)为  y =(a , u)T ,用最小二

乘法求解 ,相应的公式为:

 y =(a , u)T =(AT
A)-1 AT

B (4)

式中 ,

A =
-z(2) -z(3) … -z(n)

1 1 … 1

T

(5)

B = x
(0)
(2), x

(0)
(3), … , x

(0)
(n)

T
(6)

z(t)=
1
2
(x(1)(t)+x

(1)
(t-1)), t =1 ,2 , …, n(7)
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求得灰参数后代入式(3),得微分方程的解:

 x(1)(t+1)=(x
(0)
(1)-u/ a)e-at +u/a (8)

设  x(1)(t+1)是由式(8)得到的模型计算值 ,对  x
(1)
(t+1)

作累减生成(1_AGO) x(0)(t+1)= x
(1)
(t+1)- x

(1)
(t),可得

到模拟值或预测值  x(0)(t+1),即

　　　 x(0)(1)= x
(1)
(0)

 x(0)(t+1)=(1-e
a)(x(0)(1)-u/ a)e-at =

　　　 x(1)(t+1)- x
(1)
(t)

(9)

式(8)、式(9)即为灰色预测模型的两个基本模型。

当 t<n 时 ,称  x(0)(t)为模型模拟值;当 t=n 时 ,称

 x(0)(t)为模型滤波值;当 t >n 时 ,称  x(0)(t)为模型预

测值 。

建模的主要目的就是预测 ,为提高预测精度

和预测效果 ,首先要保证有充分高的模拟精度 ,尤

其是 t=n 时的模拟精度 ,因此建模数据一般应

取包括 x
(0)
(n)在内的一个等时距序列 ,否则要作非

等时距的等时距变换;同时还必须进行模型精度

分析 ,确定模型精度等级 ,以及模型的适用范围分

析。

2　加权灰色预测模型———PGM(1 ,
1)模型及其计算

　　对于一个灰色系统而言 ,灰色微分方程中的

d x
d t
所对应的背景值应该取 x(t+1)还是 x(t),以往

认为 , 在 Δt =1 的很短时间内 , 变量 x(t)※

x(t+Δt)之间不会出现突变量 ,为此 ,在 Δt 很短时

间内 ,d x
d t
的背景值取其平均值 ,即

z(t)=
1
2
(x(t+1)+x(t)) (10)

然而 ,此处 Δt 只是一种相对的短时间概念 ,对于

变形体的变形来说 ,在 Δt 时间内仍不可避免会

出现突变的情形或变形体的变形不是以一种平均

速率发生 。

鉴于此 ,笔者考虑到预测模型的精度 ,从变形

体实际变形的规律出发 ,引入了一种新的背景值

计算方法 ,即根据式(10)建立预测模型时 ,使原始

值与模型预测值之差的平均模拟相对误差达到最

小

 Δ =
1
n ∑

n

k=1

ε(k)
x
(0)
(k)

=min (11)

来确定背景值 ,从而背景值的确定不是取其平均

值 ,而是依据 x(t+1)、x(t)的影响大小用加权的方

式来确定 ,即

z(t+1)= px(t+1)+(1 -p)x(t) (12)

式中 , p 称为背景值最佳生成系数(也称为 p

权), p 值的取值范围为[ 0 ,1] 。通过一定的算法 ,

在满足式(11)的条件下可确定最佳的生成系数 ,

进而由式(12)得到合理的背景值 ,建立相应的灰

色预测模型 ,本文称为加权灰色预测模型 ———

PGM(1 ,1)预测模型 。

下面讨论 PGM(1 , 1)模型的计算问题。首

先 ,取 p
0=0.5 ,按 GM(1 ,1)模型建模 ,得灰参数

近似值为 a 0=[ a0 , u0] T 及模拟值近似值为 L
0=

L
0
1 , L

0
2 , …, L

0
n

T
(L 0

i= x
(0)
(i), i=1 ,2 , …, n)。依

据式(12),将式(3)写成离散形式:

x
(0)
(k+1)=-a px

(1)
(k+1)+(1 -p)x(1)(k) +u =

apx
(0)
(k+1)-ax

(1)
(k)+u (13)

得: x
(0)
(k+1)=

1
1 +ap

(u -ax
(1)
(k))

k =1 ,2 , … , n -1

令 X =X
0
+δX = p

0
+δp , a

0
+δa , u

0
+δu

T
,

根据函数模型线性化原理 ,上式按 Tay lor 级数展

开 ,保留一次项 ,得:

v(k+1)=
1

1+ap
u -ax

(1)
(k)

0

+

a
2
x
(1)
(k)-ua

(1 +ap)2

0

δp + -
x
(1)
(k)+up

(1+ap)2

0

δa +

1
1+ap

0

δu -x
(0)
(k+1)

上式写成较规范的形式为:

v(k+1)=L
0
(k+1)+e(k+1)δp +f(k+1)δa +

g(k+1)δu -L(k+1) (14)

组成矩阵形式为:

V =BδX -l (15)

其中 , V =[ v(2), v(3), … , v(n)]
T

δX =[δp ,δa ,δu]
T

l =[ l(2), l(3), … , l(n)]
T

B =

e(2) e(3) … e(n)

f(2) f(3) … f(n)

g(2) g(3) … g(n)

T

l(k+1)=L(k+1)-L
0
(k+1)

k =1 ,2 , … , n -1

　　得到求解灰参数及最佳生成系数的方程式 ,

为能以较快的计算速度确定最佳生成系数 ,笔者

采用迭代法进行。

首先令未知数δX 的初始值δX(0)为 0(也可

以是一组任意数), 即 δX
(0)
=[ δp

(0)
, δa

(0)
,

δu(0)] T=0 ,代入式(15),求出改正数为 V
(0)=

BδX(0)-l 。
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对第一个未知参数(即最佳生成系数)的δp

的初始值改正 Δδp(1)(Δδp(1)的确定则依据后面

的说明进行 ,这里先用公式表达),其他未知参数

的初始值不加改正 ,即

δp(1)=δp(0)+Δδp(1)

ΔδX(1)= Δδp(1),0 , 0 T (16)

所以 , δX(1)=δX(0)+ΔδX(1) (17)

将上式代入式(15),得改正数 V
(1):

V
(1)=BδX(0)+ΔδX(1)-l =

eΔδp(1)+V
(0) (18)

式中 , e = e(2), e(3), …, e(n)
T
是误差方程系数

矩阵式(15)中 B 的第一列向量。式(18)在满足

V
(1) T

V
(1)=min 的要求下 ,可求解出 Δδp(1),

也就是要求:

 V
(1) T

V
(1)

 Δδp
(1) =2 V

(1) T
e =0 (19)

顾及式(16),整理有:

eΔδp(1)+V
(0) T

e =Δδp(1)eT e + V
(0) T

e =0

从而得: Δδp(1)=-
V
(0) T

e

e
T
e

(20)

上述式(20)、式(16)和式(18)是求 Δδp(1)、δp(1)

和 Vi
(1)
的迭代公式 。

根据上述的求解思路 ,同理可得灰参数初始

值的第一次改正值:

Δδa(1)=-
V
(1) T

f

f
T
f

Δδu
(1)
=-

V
(2) T

g

g
T
g

(21)

按同样方法 , 再对 δp(1)、δa(1)、δu(1);δp(2)、

δa(2)、δu(2);…;δp(k)、δa(k)、δu(k)进行改正 ,求

得 Δδp(2)、 Δδa(2)、 Δδu(2);Δδp(3)、 Δδa(3)、

Δδu(3);…;Δδp(k)、Δδa(k)、Δδu(k)和 Vi
(t+1)、

Vi
(t+2);…;Vi

(2 t+1)、 Vi
(2 t+2);…;Vi

(kt+1)、

Vi
(k t+2)等 , 直 至 条 件 δX i

(k+1)
-δX i

(k)
=

ΔδX i
(k+1)

<ε(i=1 , 2 ,3)满足 ,迭代计算结束 ,

最终得相应未知参数初始值的改正数公式:

δX =δX(0)+ΔδX(1)+ΔδX(2)+… (22)

其纯量形式是 δp =Δδp(1)+Δδp(2)+…;δa =

Δδa(1)+Δδa(2)+…;δu =Δδu(1)+Δδu(2)+…。

通常为加快收敛速度可在迭代公式(20)、式(21)

右端乘上一个松弛因子 ω,所以 PGM(1 , 1)模型

的参数最佳估值为:

X =X
(0)+δX (23)

由上述的估计公式得到了 PGM(1 ,1)模型的参数

估计值 ,代入模型式则得到 PGM(1 ,1)模型 ,实用

中根据实际数据和此模型通过模型精度检验后 ,

可进行预测分析。

3　应用实例分析

位于湖北省秭归县境内的链子崖是长江沿岸

中的重大危岩体之一 ,对其进行相应的变形监测 ,

采用常规的大地测量方法被认为是目前最有效的

手段之一。本文以链子崖危岩体某监测点 1978

年～ 1993年的监测资料为基础进行计算来验证

本文所述方法的正确性与合理性。

首先以 1978年 ～ 1987年的实测值为原始数

据序列 ,运用灰色预测理论 ,分别建立 10维 GM

(1 ,1)预测模型和 10维 PGM(1 ,1)预测模型且进

行分析比较 , 同时利用这两个预测模型来计算

1988年 ～ 1993年的预测变形值 ,且与相应的实测

值进行比较分析 。最后 ,以 1984年 ～ 1993年的

实测值为原始序列 ,建立了 10维 PGM(1 , 1)预测

模型 ,用于预测 1994 年 、1995 年及 2001 年的变

形值 ,并说明变形情况 。实测值数据在下述各表

中得到反映。

以 1978年 ～ 1987年的实测值作为原始数据

序列 ,经过生成序列的演算 ,建立 GM(1 ,1)模型 ,

得到灰参数估值及其 GM(1 ,1)模型分别为:

 y = a , u T = -0.144 ,4.889 T

 x 1
(t+1)=34.238e0.144t -34.038

式中 , e 表示预测值与实测值之差。用模拟值

 x(0)与实测值(见表 1)计算得到相应的残差及其

相对误差 ,进而进行模型精度检验 ,得均方差比值

为 C =S 1/ S 0 =0.389 , 小误差概率为 P =

ε
(0)
(t)- ε

(0)
<0.674S 0 =1 ,因为 C<0.5且 P

=1 ,由模型精度检验的等级划分可确定该模型精

度等级为二级(合格)。

由上述的生成序列 ,用本文所述的 PGM(1 ,

1)模型及其计算方法来建立 PGM(1 ,1)模型 ,经

计算确定得到的背景值最佳生成系数 p =0.76 ,

相应的灰参数估值及其 PGM(1 ,1)模型分别为:

 y = a′, u′
T
= -0.139 ,4.687

T

 x′
1
(t+1)=33.886e

0.139 t
-33.686

同样用模拟值  x′(0)与实测值(见表 1)计算得到相

应的残差及其相对误差 ,进行模型精度检验 ,其模

型的平均模拟相对误差为  Δ=0.124 4 ,均方差比

值为 C =S1/ S0 =0.289 , 小误差概率为 P =

ε(0)(t)- ε
(0)
<0.674S 0 =1 ,因为 C<0.35且

P =1 ,所以该模型的精度等级为一级(好),可用

于预测计算。
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表 1　两种模型的模拟值

Tab.1　Simulated Values for the Two Models

年份 序号 实测值/ cm  x(0)/ cm  x′(0)/ cm

1978 1 0.20 0.20 0.20

1979 2 4.20 5.288 5.059

1980 3 5.00 6.105 5.814

1981 4 6.20 7.048 6.682

1982 5 9.80 8.137 7.679

1983 6 9.80 9.394 8.826

1984 7 12.6 10.844 10.144

1985 8 10.3 12.519 11.658

1986 9 15.9 14.453 13.398

1987 10 15.4 16.685 15.399

　　用上述计算得到的两种预测模型 ,计算 1988

年 ～ 1993 年的变形预测值及其结果的比较见

表 2。

表 2　两种模型的预测值与结果比较

Tab.2　Comparison of the Results with Predicted

Values of the Two Models

t/ a 实测值/ cm
GM(1 , 1)

 x(0)/ cm e

PGM(1 , 1)

 x′(0)/ cm e

11(1988) 18.1 19.254 1.154 17.697 0.403

12(1989) 21.3 22.247 0.947 20.339 0.961

13(1990) 20.1 25.672 5.576 23.376 3.276

14(1991) 22.0 29.638 7.638 26.866 4.866

15(1992) 22.6 34.215 11.615 30.876 8.276

16(1993) 21.4 39.500 18.100 35.486 14.086

(∑ e)/m 7.505 5.311

Δ=(∑(e/ y))/m 34.88% 24.60%

　　由表 1和表 2 可见 ,GM(1 , 1)预测模型用于

预测的精度明显比 PGM(1 , 1)预测模型的预测精

度低;同时 ,用模拟值与实测值进行比较 ,从两模

型的精度分析知 ,GM(1 , 1)预测模型精度为二级

(合格),而 PGM(1 ,1)预测模型精度为一级(好),

因此 , PGM(1 , 1)预测模型用于预测的效果要优

于GM(1 ,1)预测模型用于预测的效果 。

经上述两类模型的比较分析 ,本文采用 PGM

(1 ,1)预测模型 ,以 1984年 ～ 1993年的实测值为

原始数据进行建模 ,并预测 1994 年 、1995 年及

2001年的变形值。根据实测数据 ,求得各数据序

列 ,经程序计算 ,得到最佳生成系数 p 为 0.23 ,

PGM(1 ,1)模型的灰参数为:

 y′= a′, u′T = -0.067 ,13.014 T

由此得到 PGM(1 ,1)模型为:

 x′(1)(t+1)=205.449e0.067 t -192.849

　　根据模拟值(在此为节省篇幅 ,具体数字不详

细列出)与实测值比较得残差序列和相对误差序

列 ,模型的平均模拟相对误差为  Δ=0.083 2 ,均

方差比值为 C=S 1/ S 0=0.448 ,小误差概率为 P

= ε(0)(t)- ε
(0)
<0.674 S0 =0.8 , 因为 C >

0.35且 P =0.8 ,所以该模型的精度等级为二级 ,

可用于预测分析。由 PGM(1 ,1)模型计算得到的

预测值见表 3 ,从预测结果可知 ,该链子崖危岩体

在今后几年内仍有一定程度的变形 ,需密切注意。

表 3　PGM(1 , 1)模型的预测值

Tab.3　Predicted Value fo r PGM(1 , 1)Model

年份 1994 1995 2001

 y(0)/ cm 26.328 28.165 42.224

　　通过上述理论分析 、实例计算的结果可得 ,本

文所述的 PGM(1 , 1)模型比 GM(1 , 1)模型具有

较高的模型拟合精度 ,而且模型的预测精度也优

于GM(1 ,1)模型 ,在监测数据较少的情形下 ,适

于变形体的监测预报分析 。

根据 PGM(1 , 1)预测模型原理 ,还可以进行

一些相关研究 ,如基于 p 权下 ,实时引入新信息

的等维信息和等维灰数递补组合动态预测方法 ,

以及建立 PGM(1 , 1)模型群 ,分析预测值的变化

范围。另外 ,不同长度序列的建模及预测结果相

差较大 ,表明灰色预测明显受到建模序列长短和

数据随机变化的影响。在实际建模中 ,必须进行

不同长度模型的比选 ,且以给出预测区间为宜。

为提高预测精度 ,应实时引入新信息 ,利用等维信

息和等维灰数递补组合动态预测方法进行建模。
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Weighted Grey Prediction Model and Implement of Its Computation
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Abstract:The prior info rmation is not known w ell because the deformation objects are very com-

plex.Therefo re , the defo rmation monitoring and prediction analysis of the defo rmation object is

very impo rtant work in o rder to protect the life of the human being and the safety of the belong-

ing s.We know that the prediction model has been constructed using the backg round value in the

o rdinarly g rey prediction model — GM(1 , 1)model.The ef fect of the backg round value is not

represented in the model.The optimal production coeff icient of the backg round value is put for-

ward and the computation formula has been derived by the autho rs based on the shortages of the

computation method of the background value in the GM(1 , 1)model — g rey prediction model.

And the weighted grey prediction model — PGM(1 ,1)model has been const ructed.The compu-

tation of the optimal production coeff icient of the backg round value and the grey parameters have

been discussed using the i terative computation methodology in detail.In o rder to validate the cor-

rectness and rationality of this method , the numerical example has been calculated and analy zed.

The results of the practice examples show that the PGM(1 ,1)model is better than the GM(1 ,1)

in the collocation accuracy and the prediction ef ficiency.So the PGM(1 , 1)model is very sui table

to be applied to the deformation analysis and prediction of the deformation object in case that the

monitoring data is less.

Key words:grey prediction;PGM(1 , 1)model;optimal produce coef ficient , ;iterative computa-

tio n;background value
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