
第 27 卷 第 2 期 武 汉 大 学 学 报 · 信 息 科 学 版 Vol.27 No.2
2002 年 4 月 Geomatics and Information Science of Wuhan University Apr.2002

文章编号:1000_050X(2002)02_0175_04 文献标识码:A

广义岭估计的直接解法
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摘　要:提出了广义岭估计的直接解法。该解法不需计算岭参数 , 可直接求得具有最小均方误差的解。并举

例证实了该解法的优越性。
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1　广义岭估计的概念

设有平差线性模型:

L =BX +Δ, E(Δ)=0 ,DΔ =σ
2
0P
-1 =σ20E

(1)

式中 ,设 n 为观测值个数 , N =BT
B 满秩 ,且设

t=rank(N)。则 X的最小二乘解

 X =N
-1
B

T
L (2)

惟一 ,而且是最优线性无偏估计。在有些实际平

差问题中 ,从模型(1)的物理意义而言 , N 是满秩

的 ,但它的行列式的绝对值可能很小 ,即 det(N)

≈0。数学中称这种矩阵为病态矩阵 ,相应地称法

方程为病态方程 ,其解很不稳定 。当系数阵 N 或

常数项L 有微小变化时 ,可能导致 X的最小二乘

解  X严重失真 。1955年史太恩(C.M .Stein)证

明了当 t >2时 ,正态均值向量最小二乘估计  X

的不可允许性[ 1] ,即能找到一个估计在某种意义

下一致优于最小二乘估计(以下简记为 LSE)。

1970年霍尔(A.E.Hoerl)和克纳德(R.W.Ken-

nard)提出的岭估计就具有比 LSE 较小的均方误

差。岭估计是广义岭估计的一个特例。广义岭估

计的定义为:

 Xk =(N +GKG
T)-1BT

L (3)

式中 , G 为正交方阵 ,使

G
T
NG = Λ=diag(λ1 , λ2 , …, λi)

式中 , λi>0(i=1 ,2 , …, t)为 N 的 t 个特阵根。

而 K =diag(k 1 , k2 , … , kt), diag()为对角阵。

k i(i=1 ,2 , …, t)称为广义岭估计的岭参数。若

k 1=k 2…=kt=k ,广义岭估计就退化为岭估计。

若 k1=k 2…=kt=0 ,则式(3)与式(2)相同 。

2　确定岭参数的方法

尽管对于一切 ki>0 ,均可以证明  Xk 是 X的

贝叶斯(Bayes)估计[ 2] ,但若选择不同的岭参数 ,

得到的估计结果可能大不相同 ,易见岭参数的确

定是广义岭估计的主要内容。虽然人们提出了确

定岭参数的方法和原则 ,但至今还没有一种公认

的良好方法[ 2] 。例如 ,文献[ 1]给出了 Hemmerle_

Brantle公式:

 k i = σ
2
0/( y

2
i - σ

2
0/λi)(i =1 ,2 , … , t)(4)

当 y 2
i- σ

2
0/λi<0时 , ki 取无穷大;文献[ 3]介绍了

岭迹法 ,也给出了一个迭代公式:

 y i( ki)= yiλi/(ki +λi) (5)

3　岭参数与均方误差的关系

由式(3)知 ,广义岭估计是在 N 上加一个对

角阵 K ,改善 N 的性态 ,从而使  Xk 的均方误差小

于最小二乘解  X 的均方误差 , 即 MSE( Xk)<

MSE( X)。于是 ,确定岭参数的基本思路应是寻

找使 MSE( Xk)达到最小的 K 。为此 ,令

A =BG , Y = G
T
X =(y1 , y 2 , … , yt)

T(6)

　收稿日期:2000_09_10。

　项目来源:国家自然科学基金资助项目(49874002);国家测绘局测绘科技发展基金资助项目(99010)。

DOI :10.13203/j.whugis2002.02.013



则模型(1)的典则形式为:

L =AY +Δ (7)

再令 C=A T
L=(c1 , c2 , …, cn)

T ,则典则参数 Y

的岭估计为:

 Y k =(A
T
A +K)-1A T

L =(Λ+K)-1 C

(8)

易证 MSE( Xk)=MSE( Yk),则

MSE( Xk)=MSE( Yk)=

t r(cov( Yk))+(E( Yk)-Y)(E( Yk)-Y)
T

(9)

顾及 　cov( Y k)=σ
2
0(Λ+K)-1Λ(Λ+K)-1(10)

E( Yk)-Y =(Λ+K)-1 ΛY -Y =

(Λ+K)
-1
(Λ+K -K)Y -Y =

-K(Λ+K)
-1
Y (11)

有 　MSE( Xk)=σ
2
0(Λ+K)-1 Λ(Λ+K)-1 +

Y
T(Λ+K)-1 KT

K(Λ+K)-1Y =

σ
2
0∑

t

i=1

λi
(λi +k i)

2 +∑
t

i=1

k
2
iy

2
i

(λi +k i)
2 (12)

4　广义岭估计的直接解法

式(12)中 , λi 、σ
2
0 是与 ki 无关的常量 , y i 是

非随机参数 。将 MSE( X k)对 ki 求导 ,并令其为

0 ,易于解得:

k i =σ
2
0/ y

2
i(i =1 ,2 , … , t) (13)

此时的 MSE( Xk)达到最小 。由于 y i(及 σ20)未

知 ,须将式(13)写成迭代式:

 k(j)i = σ20/ y
(j)
i  y

(j)
i (14)

即用第 j次的估计结果 y(j)i 来估计同次的岭参数

ki 。再根据式(8),作第 j+1次估计:

 y
(j+1)
i =

ci

λi + k
(j)
i

(15)

将式(14)代入式(15),得:

 y(j+1)i =
ci

λi + k
(j)
i
=

ci

λi + σ
2
0/ y

(j)
i  y

(j)
i
=

ci y
(j)
i  y

(j)
i

λi y
(j)
i  y
(j)
i + σ

2
0

(16)

　　命题　迭代式(16)收敛。

证明

对任意 i=1 , 2 , … , t ,若 ci≥0 ,设 j=0 ,1 ,2 ,

…, ∞,有 y(0)i =
ci

λi
≥0 ,且易见  y(0)i ≥ y

(1)
i ≥…≥

 y
(j)
i ≥…≥ y

(∞)
i ≥0;反之 ,若 ci<0 ,则有 y

(0)
i =

ci
λi

<0 ,且易见  y(0)i ≤ y
(1)
i ≤…≤ y

(j)
i ≤…≤ y

(∞)
i ≤

0 ,即序列{ y
(j)
i }单调有界。则根据数列收敛准则

知 ,序列{ y
(j)
i }必然收敛。于是 , 迭代式(16)收

敛。证毕 。

设 y(∞)i = yi ,则式(16)成为:

 yi =
ci y

2
i

λi y
2
i + σ

2
0

(17)

式(17)为一元三次方程。考虑到方程一定存在实

数解 ,以及  y i 、ci 应同号 ,可得此方程的解:

　

 yi=0 ,当 ci=0或 d i<0;

 yi=(ci+ d i)/2λi ,当 ci>0且 d i≥0;

 yi=(ci- d i)/2λi ,当 ci<0且 d i≥0。

(18)

式中 , d i=c
2
i-4λi σ

2
0 。

若采用 σ20的先验值  σ
2
0 代入上式 ,即可直接

解得典则参数。再由 X=GY 易于求得未知参数

的广义岭估计值  Xk 。将该解法简记为 DSGRE

(direct solution to generalized ridge est imate)。

5　广义岭估计的直接解法的性质

DSGRE有较严格的理论根据 ,不需先进行一

次 LSE ,不需迭代 ,不需计算岭参数。

将式(13)代入式(12),得:

MSE( Xk)=σ
2
0(∑

t

i=1

λi
(λi +ki)

2 +∑
t

i=1

k
2
iy

2
i

(λi +ki)
2 =

σ20(∑
t

i=1

1

λi +σ
2
0/ y

2
i
<σ20∑

t

i=1

1
λi
=MSE( X)

(19)

这说明DSGRE的结果的均方误差比 LSE的结果

小 ,即 DSGRE 改善了 LSE 。改善的程度与 σ
2
0 、

λi 、yi(或 x i)有关。尽管  yi 是 yi 的有偏估计 ,式

(19)只能说是近似成立 ,但总的说来 ,当某个(或

多个)λ≈0或 y ≈0时 ,DSGRE将显著优于 LSE。

又若 Y =0 ,并代入式(19),知 DSGRE 的均

方误差为 0 ,即不论 σ20 、λi 为多大 ,不论观测值是

多少 ,DSGRE的结果  Xk 为真值 。

6　算　例

以文献[ 3]的[例 6_1]为例来考察 DSGRE的

应用 。

用4个历元 、5 颗卫星的观测值来解算整周

模糊度 。误差方程系数阵 B的资料见文献[ 3] 。

设参数的真值 X
T
=(δx , δy , δx , N 1 , N2 , N3 ,

N4)=(4.2 , -2.1 , 3.5 , 48 , 52 , 31 , 55),观测值

L
T
=(-4.85 , 9.25 , -10.63 , 12.20 , -4.86 ,
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9.26 , -10.64 , 12.21 , -4.84 , 9.24 , -10.62 ,

12.22 , -4.84 , 9.27 , -10.63 ,12.22)。观测误差

Δ=BX -L ,  σ20 =1.46 ×10-5 , 法方程系数阵

N=B
T
B。

计算 N 的特征值分别为:(4.8×10-8 ,9.4×

10-10 , 1.8×10-7 , 0.17 ,0.52 ,2.2 , 30),由于前 3

个特征值很小 ,因而计算 N 的无穷大条件数[ 4]

condi(N)=7.1×10
10
,可见 N 是病态矩阵。LSE

的解  XT=(17.66 , -28.37 , 2.06 ,78.21 , -102.

92 ,133.88 , -42.69),与真值的差为:XT- XT=

(-13.46 , 26.27 , 1.44 , -30.21 , 154.92 ,

-102.88 ,97.69),得 XT- XT =214.3。可见 ,

无偏估计 LSE 的结果严重失真。

此时 ,可采用有偏的广义岭估计。若采用岭

迹法 ,文献[ 3] 取 k =0.7 ,相应的与真值的差为

(-0.67 , 3.96 , 6.88 , 47.49 , 54.26 , 29.87 ,

47.71), XT- XT
kt =91.8 。又若采用 Hemmer-

le_Brant le公式 , 由于  y
2
i - σ

2
0/λi <0 ,其解为 0 向

量 ,相应的与真值的差为(4.2 , -2.1 ,3.5 ,48 ,52 ,

31 ,55),得到 XT- XT =95.0 。

这里采用 DSGRE 解 ,依式(18)解得:Y T =

(71.441 , 0.000 ,12.665 , 37.365 , -2.384 ,8.830 ,

-5.982),再依 X =GY 计算得  XT
k =(11.05 ,

-6.84 ,1.14 , 41.40 ,24.80 , 56.19 , 33.51),与真

值的差为:X
T
- X

T
k =(-6.85 ,4.74 ,2.36 , 6.60 ,

27.20 , -25.19 , 21.49),得 X
T
- X

T
k =44.2。

其中 ,

G =

0.085 -0.023 0.343 -0.188 0.295 0.858 -0.128

0.020 0.126 0.019 -0.071 0.220 0.046 0.963

0.179 -0.004 -0.081 -0.176 0.875 -0.355 -0.197

0.715 -0.218 -0.610 -0.101 -0.135 0.197 0.040

0.445 0.760 0.287 -0.276 -0.194 -0.145 -0.084

0.498 -0.413 0.612 0.401 -0.028 -0.196 0.077

0.054 0.434 -0.214 0.825 0.205 0.195 -0.048

C =B
T
G

T
L =

3.532 ×10-6

-9.735 ×10
-8

3.436 ×10
-6

6.193

-1.239

19.698

-180.046

　　比较上述几种解法的结果 ,可见 DSGRE 较

优 ,改善了最小二乘估计 。
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Abstract:Generally ,under the Gauss_Markov model L =BX+Δ, the least square estimators of

the parameters X =N
-1
B
T
L possess some nice characters.In surveying , especially in dynamic

GPS survey ing , ill_conditioned problems may be encountered.When the surveying system is mor-

bid and then the characters of the least square estimators become bad.Adding a diagonally matrix

K to N w ill improve the state of N and then decrease the total variance of the estimates.Recent

investigations of ill_condi tioned problems have demonstrated that ridge_type estimation methods

provide increased solution accuracy over conventional estimation techniques.

That the generalized ridge estimate has less mean square error than the least square estima-

tio n.Naturally , the go tten estimato rs is expected to reach the minimum of mean square error.Be-

cause the mean square error of estimators is the function of K ,we should f ix K depending on the

minimum of the mean square erro r.On the basis of this idea , this paper bring s about a method to

solve the above problem , which is called direct solution to generalized ridge estimate (DSGRE).

With DSGRE ,we can obtain the optimal solution(that possesses the minimum of M SE)to the

generalized ridge estimate di rectly and the ridge parameters K needn' t to be calculated.

Key words:morbid equation;generalized ridge estimate;ridge parameter
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