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多种跟踪组合卫星重力场恢复方法初探
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摘　要:将卫星地面跟踪 、高低卫星跟踪和低低卫星跟踪恢复重力场的原理进行统一 , 导出了两种能充分综合

多种跟踪观测的卫星重力场恢复基本观测方程。在建立基本观测量与重力场参数的函数传输关系的基础上 ,

对目前存在的重力场恢复算法给出了直观的解释 , 并以距离二次变率为重力场恢复的基本观测量 , 提出了一

种能组合各种卫星跟踪观测量的动态/动力组合定轨和重力场恢复方法。
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1　卫星跟踪感应地球引力场的基本
原理

1.1　地球卫星的动力方程

地球卫星在惯性坐标系中的动力方程可表示

为:

r̈ = V + f (1)

式中 , r 为卫星在惯性坐标系中的位置矢量;V 为

保守引力位;f 为非保守力。 V 可按属性分为稳

态地球引力位和非稳态引力位 ,稳态地球引力位

是指不随时间变化的地球引力位 ,其梯度就是通

常意义下的引力加速度 g;非稳态引力位是随引

力位的时间变化部分 ,是与潮汐 、三体和相对论有

关的时变部分 ,通常可以用模型精确表达 ,其梯度

用 m 表示 。式(1)可进一步表示为:

r̈ =g +m + f (2)

将其转换到地固地心坐标系中 ,则有:

r̈ =  V + Z + f +m -2ω×﹒r (3)

式中 , ω为地球自转常数;r 为地固地心坐标系中

的卫星位置向量; Z =-ω×(ω×r),为离心力

位的梯度 ,即离心力;-2ω×﹒r 为科氏力 。

1.2　卫星跟踪观测与地球引力场参数的关系

利用卫星跟踪恢复重力场的方式可归结为卫

星地 面 跟 踪 (STT , 包 括 S LR 、 DORIS 和

PRARE)、高低卫星跟踪(SST_hl)和低低卫星跟

踪(SST_ll)三种 。若卫星跟踪最基本的观测量为

距离 ρ,则有:

ρ=(r2 -r1)e
1 (4)

式中 , e1 为视线方向的单位向量 。对于 S TT , r1

为地面站的地心向量 , r2 为被跟踪卫星的地心向

量;对于 SST_hl , r1 为高轨卫星的地心向量 , r2

为低轨卫星的地心向量;对于 SST_ll , r1 为后方

卫星的地心向量 , r2 为前方卫星的地心向量 。

对式(4)两边取导数 ,得:

﹒ρ=(﹒r 2 -﹒r1)e
1 =Δve1 (5)

式中 , Δv 为卫星与卫星(和地面站)的运动速度

之差 ,即相对运动速度。再将式(5)两边求导 ,并

顾及 ﹒e1=
Δv -﹒ρe1

ρ
得:

ρ̈=Δ̈re1 +
(Δv · e

2)2 +(Δv · e
3)2

ρ
(6)

式中 , Δ̈r 为卫星与卫星(或地面站)在惯性参考系

中的加速度之差 ,即相对加速度;e2 、e3 为垂直于

视线方向的两个单位向量 ,与 e
1
构成正交系 ,因

此 , Δv·e1 、Δv·e2与 Δv·e3 相互独立 。

对于 STT 模式 ,地面站的 ﹒r1 、r̈1 可通过动力

模型计算和精密重力测量精密确定 ,对于 SST_hl

模式 ,高轨卫星的 ﹒r1 、̈r1 可通过精密定轨来确定。

将其视为已知量 ,则式(6)可转化为:

ρ̈=(g2 +m 2 + f 2)e
1 +

(Δv · e
2)2 +(Δv · e

3)2

ρ
+l 2 (7)
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式中 , l 2为常数项 ,忽略地面站或高轨卫星的定

轨和模型误差;m 2 可以用模型精确计算。对于

SST_hl模式 , f 2用安装在低轨卫星质心处的星载

加速度计测量 。式(7)就是 STT 和 SST_hl的观

测量(距离二次变率 ρ̈、卫星运动速度 v 2)与被跟

踪卫星的重力加速度 g2 的基本关系式 。因此 ,由

式(7)恢复重力场就转化为通过卫星跟踪确定距

离二次变率 ρ̈和被跟踪卫星的运动速度 Δv 。

　　对于 SST_ll模式 ,将式(3)代入式(6),得:

ρ̈=Δ̈re1 +
(Δv · e

2)2 +(Δv · e
3)2

ρ
=Δge1 +

Δfe
1
+
(Δv · e

2
)
2
+(Δv · e

3
)
2

ρ +l 2 (8)

式(8)就是 SST_ll的观测量(距离二次变率 ρ̈、低

低卫星相对运动速度 Δv)与低低卫星相对重力

加速度 Δg 之间的基本关系式 。在 SST_ll 模式

中 , Δf 通过安装在两颗卫星质心处的星载加速度

计测量 , Δm 由模型精确计算。因此由式(8)恢复

重力场就转化为通过卫星跟踪确定低低卫星之间

的距离二次变率 ρ̈和相对运动速度 Δv 。

由式(7)和式(8)可以看出 , 不论是 ST T 、

SST_hl ,还是 SST_ll模式 ,都是通过跟踪距离随时

间的变化来感应地球引力场的空间变化(即空间

结构)。这就是卫星跟踪感应地球引力场的本质

特征 。

2　基本观测量与扰动位的函数关系

2.1　利用距离二次变率恢复地球重力场

将式(7)和式(8)中的地球引力加速度用 g=

δg+γ代替 ,则

ρ̈=δg2 e
1 +S(Δv 2/ρ)+f 2e

1 +l′2 (9)

ρ̈=Δδge1 +S(Δv 2/ρ)+Δfe1 +l′2 (10)

式中 ,δg 为卫星的扰动重力;γ为卫星的正常重

力;l′2 为将已知量合并后的常数项;S(Δv
2/ρ)是

Δv 2/ρ的函数 ,且

S(Δv
2
/ρ)=

(Δv · e
2
)
2
+(Δv · e

3
)
2

ρ

相对于 ρ̈来说 , S(Δv/ρ)是个小量 ,其大小与视线

方向和距离 ρ有关 , 平均量级为 10-6 ～ 10-8

m·s-2 ,在高精度重力场恢复中应予以顾及。由式

(9)和式(10)可以看出 ,不论是 STT 、SST_hl还是

SST_ll模式 ,距离的二次变率都由四项组成 ,第一

项与扰动重力有关 ,是恢复重力场的有效项 ,第二

项是相对速度的函数 ,由直接观测量(距离或距离

速率)导出 ,第三项是非保守力项 ,第四项是常数

项。

将加速度与速度从惯性坐标系转换到地心地

固坐标系 ,代入式(9)、式(10),并将与地球引力场

参数无关的右边项合并后作为观测方程的常数

项 ,则由星间距离二次变率恢复地球引力场的基

本观测方程可写为:

ρ̈hl -S(Δv 2
hl/ρhl)=δg2e

1 +Chl +εhl(11)

ρ̈ll-S(Δv 2
ll/ρll)=δge

1 +C ll+εll (12)

式中 ,下标 hl表示适合ST T 或 SST_hl模式 ,下标

ll表示适合 SST_ll模式。对于 STT 或 SS T_hl的

模式 , ρ̈hl和 Δv hl由卫星跟踪观测确定 ,处于分母

上的 ρhl可用近似值代替(比例因子)。对于类似

于GRACE 的 SST_ll模式 , ρ̈ll和 Δv ll应由高低跟

踪和 K 波段星间测距联合确定 ,处于分母上的

ρll也可用近似值代替 。

外部地球空间任意一点处 ,在球近似意义上

存在下式:

δg =-
 T
 r
=Δg +

2 T
r

式中 , Δg 为空间重力异常 。将上式代入式(11)

和式(12),得:

ρ̈hl -S(Δv 2
hl/ρhl)=(Δg +

2 T
r
)e1 +

Chl +εhl (13)

ρ̈ll -S(Δv 2
ll/ρll)= ΔΔg +2

ΔT
r

e
1 +

C ll +εll (14)

　　由上述推导过程不难看出 ,利用距离二次变

率恢复地球重力场不但适合 STT 、SST_hl 和

SST_ll模式 ,而且可以联合几种卫星跟踪模式和

多个卫星跟踪任务提高地球引力场的恢复精度。

2.2　利用被跟踪卫星的速度恢复地球重力场

若采用基于 Jacobi积分的能量守恒法建立卫

星速度与地球引力场参数间的函数传递关系 ,可

导出由地球卫星速度恢复地球引力场的算法 。

顾及离心力位 Z 与时间无关 ,且

d(V +Z)
dt

=
d(V +Z)

d t
-
 V
 t

(15)

将被跟踪卫星的速度矢量 ﹒r 与式(3)做内积 ,则

有:

r̈ · ﹒r =
d(V +Z)

d t
-
 V
 t
+ f · ﹒r (16)

两边对时间 t 积分 ,得:

∫̈r ·﹒rd t = V +Z +∫f ·﹒r - V
 t

dt +c

(17)

式中 , c 是积分常数 ,称为雅可比常数。注意到
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∫r̈·﹒r dt=
1
2
﹒r·﹒r=E kin为卫星的动能 ,将引力位

V 表示为正常位 U 和扰动位 T 之和 ,则式(17)

可写为:

1
2
﹒r ·﹒r = T +U +Z +∫f d r +V t +c

(18)

式中 , V t是引力位的时变部分 ,即 V t =m 。将

式(18)冠以下标 ,再相减 ,得:

1
2
﹒r 2 +﹒r1 ·Δv =DT +U 21 +Z 21 +∫f 2dr2 -

∫f 1d r1 +V t 21 +c21 (19)

式中 , DT 为低低卫星的扰动位之差。将式(18)

与式(19)中与被跟踪卫星速度 ﹒r 有关的项作为

重力场恢复方程的基本观测量 ,其他与扰动位 T

无关的项合并作为常数项 ,则被跟踪卫星速度恢

复重力场的基本观测方程可表示为:

1
2
﹒r ·﹒r = T +C+ε (20)

1
2
﹒r 2 +﹒r1 Δv =DT +C21 +ε21 (21)

式(20)可作为 STT 或 SS T_hl模式由被跟踪卫星

的速度恢复地球引力场的基本观测方程 。式(21)

可独立作为 SST_hl与 SST_ll组合模式(也可以作

为SST_ll 模式)恢复地球引力场的基本观测方

程。它们都是标量方程 。对于 GRACE 卫星 ,卫

星速度 ﹒r1 、﹒r 2 由高低跟踪确定 ,卫星的相对速度

Δv 由高低卫星跟踪与 K 波段星间测距联合确

定。

式(17)中的积分常数 c与时间和卫星的位置

无关 ,当采用等间隔积分时间时 , c 始终是常数 ,

因此 ,可将 c作为基本观测方程的一个未知参数 ,

与引力场恢复一并解算。

3　地球重力场恢复算法的统一解释

实际上 ,任意与被跟踪卫星轨道(x , y , z)有

函数关系的观测量都可作为基本观测量 ,如 r 、

xy 、yz 、zx 、﹒r 、̈r 、ρ、﹒ρ和 ρ̈,且与被恢复的重力场

参数存在函数关系。直接测量的重力场参数如重

力梯度也可作为基本观测量。通常将基本观测量

L 与重力场参数向量Y 的函数关系用下式表达

L = AY +L 0 +ε (22)

式中 , L 0 为常数项;ε为观测噪声;A 称为重力场

参数到基本观测量的传输系数 ,简称传输系数 。

3.1　全球重力场恢复

从传输系数表示方法的角度分类 ,卫星重力

场恢复算法可分为空域方法和时域方法两类 。空

域方法将传输系数用被跟踪卫星的空间坐标表

示 ,时域方法将传输系数用被跟踪卫星的轨道根

数表示。

设 L 为卫星跟踪重力场恢复的基本观测量

(如§2.1 中的 ρ̈hl-S(Δv 2
hl/ρhl), ρ̈ll-S(Δv 2

ll/

ρll),或§2.2中的被跟踪卫星的动能
1
2 ﹒r·﹒r 、低低

卫星的
1
2
﹒r 2+﹒r 1 Δv)。将扰动重力的位系数展

开式代入卫星重力场恢复的基本观测方程 ,如式

(11)、式(12)、式(18)或式(21),则基本观测方程

可统一表示为:

L =∑
N

n =2
∑
n

m=-n

AnmY nm +L 0 +ε (23)

式中 , Anm为待估参数位系数Y nm的系数 ,即传输

函数 ,可由被跟踪卫星的近似空间坐标(空域法)

或轨道根数(时域法)计算;L 0 为包括非保守力和

动力模型的常数项;ε为观测噪声 ,主要包括 L

的观测误差和非保守力测量误差(非地球引力保

守力模型误差可以忽略)。

对于全球重力场恢复目的 ,通常将地球重力

场用扰动位 T 表示 ,然后利用 T 的球谐展开代

入基本观测方程 ,得到基本观测量与位系数之间

的函数关系 ,进而采用某种算法(空域方法或时域

方法)估计地球引力场位系数 。

3.2　局部重力场参数估计

对于局部重力场目的 ,可以考虑先直接估计

被跟踪卫星处的重力场参数 ,如扰动重力 §2.1

或扰动位§2.2 ,然后采用 Hotine公式或 Possion

公式(可采用最小二乘配置法)将重力场参数延拓

到地面。

对于 SST_hl模式 ,若采用 ρ̈hl-S(Δv 2
hl/ρhl)

作为基本观测量 L ,则可由高轨卫星星座对低轨

卫星某一点的观测方程组估计该点的扰动重力。

设某一时刻低轨卫星被 m 个高轨卫星跟踪 ,则有

m 个形如式(11)的基本观测方程:

L i =δg · ei +Ci +εi , i =1 ,2 , … , m(24)

式中 , ei为低轨卫星与第 i 颗 GPS卫星连线方向

的单位向量。

利用最小二乘法解方程组(24)就可以估计低

轨卫星的扰动重力矢量。实际数据处理中可采用

低轨卫星的短弧采样和重复采样进行最优估计和

滤波处理 ,来提高扰动重力矢量的估计精度 。

同理可采用式(20)估计低轨卫星的扰动位。
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4　组合多种跟踪模式的重力场恢复
方法

4.1　动力法定轨与引力场恢复

动力法处理卫星跟踪数据时 ,可联合解算被

跟踪卫星的轨道和引力场位系数。以 STT 或

SST_hl为例 ,设卫星跟踪的基本观测方程为:

L =G(r 1 , r2 , ﹒r2)+ε (25)

式中 , L 为卫星跟踪的观测量(可以是距离 、方

向 、距离一次变率中的一种或几种);G 为高轨卫

星(或地面跟踪站)r 1与被跟踪卫星状态向量 r2 、

﹒r 2之间的函数关系;ε为观测噪声 。

被跟踪卫星在地固地心坐标系中的运动方程

可由式(3)得出 ,即

﹒r2 = v 2

r̈2 = V + Z +f +m -2ω×﹒r 2

r2(t 0)= r 0 , r2(t 0)= v 2(t 0)= v 20

(26)

　　将地球引力场位系数作为待估参数(其他参

数如地心坐标 、地球自转参数等也可作为待估参

数一并解算),即

β = Cnm , S nm (27)

n =2 , … , N ;m =0 , … , n

定义状态向量为 X= r2 , ﹒r2 , β ,顾及到引力场

位系数不随时间变化 ,则卫星的状态方程为:

﹒r 2 =F(r2 , t), ﹒r(t 0)= v 0;

﹒β =0 , β(t 0)=β0 (28)

设 y i =HiΥ(t i , t 0)x 0 +εi , i =1 , …, l (29)

式中 , l 为观测量的个数;Hi=
 G
 X

＊

i
;y i=L i-

H(X ＊i , ti);x 0 = x(t 0)=X(t 0)-X
＊(t 0);

Υ(t i , t 0)为状态转移矩阵 ,且存在 ﹒Υ(t , t i)=

( F/ X)Υ(t , t 0), Υ(t 0 , t 0)=I 。

利用卡尔曼滤波算法解形如式(26)、式(28)

和式(29)的线性问题 ,就可求得状态向量的最优

估值 ,即同时解算引力位系数和被跟踪卫星的轨

道。

将卫星定轨和引力位系数估计结果代入式

(26)中 ,还可以求得卫星轨道处的重力向量。

不难看出 ,如果将观测方程 、运动方程和状态

向量经过适当修改 ,动力法同样也适合 SST_ll模

式 ,以及 SS T_hl/SST_ll组合模式。

如果状态向量只取被跟踪卫星的状态 ,上述

模型就变成动力法卫星定轨模型。如果状态向量

只取位系数 ,上述模型就变成卫星跟踪重力场恢

复模型。

4.2　重力卫星的精密定轨方法

为提高重力卫星的定轨精度 ,一般将动态定

轨与动力定轨方法进行组合 ,其思路是 ,将非差观

测量(对应于接收机的伪距或载波观测量)、双差

观测量或三差观测量作为式(25)的观测量 ,将重

力卫星的坐标和速度以及其他待估参数(如整周

模糊度 、地球自转参数或地心坐标等)作为状态向

量 ,按照类似于§4.1 的方法构造卡尔曼滤波模

型 ,状态估计结果就给出重力卫星轨道状态向量

的估计。定轨所需的非地球引力保守力用模型计

算 ,非保守力由星载加速度计提供 。

如果不考虑引力场位系数估计 ,可利用一定

长度的重力卫星轨道弧段观测量进行动态/动力

组合法定轨 ,这是重力卫星运行初期采用的最佳

定轨方法 。如果将引力场位系数也作为状态进行

估计 ,至少需要采用一个地面轨迹重复周期的数

据 ,组合定轨的计算量非常大 。因此 ,通常是先用

动态法估计重力卫星轨道 ,到重力卫星运行到一

定时段后 ,用其他方法估计引力场位系数的初值 ,

再利用一定长度的重力卫星轨道弧段的基本观测

量 ,按动态/动力组合法实现无引力场位系数估计

的重力卫星定轨 ,如此反复几次 ,直到最近两次确

定的卫星轨道之间的差别可以忽略为止 。

不难看出 ,动态/动力组合法可充分融合各种

跟踪观测量(STT 、SST_hl和 SST_ll),提高卫星的

定轨精度 。

4.3　基于距离二次变率的多种跟踪模式组合重

力场恢复方法

由式(5)可以看出 ,卫星跟踪的距离二次变率

约等于低轨卫星几何加速度与高轨卫星几何加速

度之差在视线方向上的投影。通常假设高轨卫星

几何加速度无误差 ,表现为数据处理算法不对高

轨卫星的动力模型或轨道进行改正 ,而将高轨卫

星星座或地面站当作无模型误差的地球参考框架

看待 。

对于 SST_hl模式 ,如果采用式(12)或式(14)

作为基本观测方程 ,并将高轨卫星的非保守力参

数化(低频信号),那么 ,在恢复重力场的同时 ,可

望改善高轨卫星的动力模型 ,从而提高高轨卫星

定轨和卫星跟踪重力场恢复的精度 。

对于 STT 模式 ,如果采用式(12)或式(14)作

为基本观测方程 ,并将地面跟踪站某些未确定的

动力模型参数作为未知参数 ,那么 ,在恢复重力场

的同时 ,可望改善地面跟踪站的动力模型 ,并提高

地面跟踪对重力场恢复的精度 。

140　　　　 　　　　　　　　　　　　　武汉大学学报·信息科学版　　　　　 　　　　　　　　　2003 年



至此 ,可将基于距离二次变率的多种跟踪模

式组合卫星重力场恢复过程归纳为:不论是

S TT 、SST_hl还是 SST_ll跟踪方式 ,均采用距离

二次变率作为基本观测量 ,以式(12)为基本观测

方程 ,并对式(12)的右边适当增加未知动力模型

参数 ,在估计未知动力模型参数的同时 ,恢复地球

重力场 。卫星定轨采用短弧动态/动力组合定轨

方法 ,距离二次变率由定轨后求得的滤波值即观

测量的平差值和定轨结果计算 ,见式(25)。

采用距离二次变率作为基本观测量 ,可以进

一步消除定轨后的低轨卫星轨道相关性误差对重

力场恢复的影响 。从这个意义上讲 ,利用距离二

次变率为基本观测量比直接由低轨卫星轨道恢复

重力场对卫星定轨的精度要求要低一些 。
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