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摘　要:提出了扩散极大似然估计方法 , 利用实际观测值的概率密度函数的信息扩散估计 , 代替了对观测值分

布的主观假设 ,从而具有很强的自适应性。最后设计了两个算例 ,说明了扩散极大似然估计的过程 , 并考察了

扩散极大似然估计的特性。
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1　基于信息扩散的极大似然估计

1.1　极大似然估计

设随机观测向量 l ,其密度函数为 f(x),它是

未知的非随机参数 x 的函数 ,此时有似然函数

f(l;x)=f(x)。估计值应使 f(l;x)达到最大 ,称

为极大似然估值 ,并记作  XML。

为了能够使 f(l;x)达到最大 ,求 f(l;x)对 x

的偏微分 ,并令其等于 0。由于似然函数和密度函

数是正的 ,因此一般求 lnf(l;x)对 x 的偏微分。显

然 , lnf(l;x)是 f(l;x)的单增函数 ,它们具有相同

的极值点。这样 ,极大似然估计值就是对数似然方

程

 lnf(l , x)
 x

=0 (1)

的解 。

1.2　单参数扩散极大似然估计

假设 l 是某个未知参数 x 的函数 , l=g(x),

li(i=1 ,2 , …, n)是独立同分布观测值 。通常将

函数 l=g(x)线性化 ,得:

l =kx -Δ (2)

式中 , k 是常系数;Δ是随机误差向量。由于 Δ

的期望为 0 ,将式(1)中的 l 用 kx 代替 ,得:

f　 (l)=
1
nh ∑

n

i=1
μ
kx -li
h

= f　 (l , x) (3)

则似然方程为:

 f　 (l , x)
 x =

1
nh ∑

n

i=1

 μ
kx -li
h
 x =0 (4)

　　但必须指出 , 通常的似然方程里密度是

f(l , x),而不是 f　 (l , x)。但实际上 , f(l , x)很难

确切知道 ,它们几乎总是假定为已知的 ,即使通过

对f(l , x)作假设检验 ,接受了它属于某种类型的

假设 ,它仍可能与实际分布有相当的差距 。在这

里 ,密度函数是根据实际观测值估计得到的 。

选定最优扩散函数[ 1] ,由式(4)容易导出:

∑
i

(kx -l i)|kx-l
i
|≤ 5h =0 (5)

设 k =1 ,则

∑
i

(x -li)|x-l
i
|≤ 5h =0 (6)

此时即 li 是对 x 的重复观测值的情况。设 li 是

独立同分布的 ,若在区间[ x- 5 h , x + 5h]内 ,最

多能够包含 n0(n0 ≤n)个观测值 , 则可以根据

式(3)、式(4),得到 x 的极大似然估计值为:

xDML =
1
n0 ∑

n
0

i=1
l i (7)

1.3　单参数扩散极大似然估计的一点讨论

由式(7),容易理解单参数扩散极大似然估计

是稳健的 。由于最优扩散函数在实数域上有紧支

撑 ,在求解 xDML时 , 给出了一个明确的界限

± 5h ,落在[ x - 5h , x + 5 h]区域内的观测值

被利用 ,该区域外的观测值被剔除。从某种意义
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上说 , ± 5 h 可看作是粗差和偶然误差的分界。

由于这个界限不依赖于研究人员的经验 ,因此 ,它

提供了一个比较客观的标准 ,但这个界限决定于

窗宽 h 。当样本容量很小时 ,按文献[ 2](6.14)式

计算 ,所得的窗宽又完全依赖于样本的极差 ,而极

差很可能受粗差影响 ,因此 ,当样本容量很小时 ,

粗差还是对估计结果有一定的影响 。

1.4　多参数扩散极大似然估计

设 L 是相互独立的 n 组观测值 ,第 i(i =1 ,

2 , … , n)组包含有 ni 个独立同分布观测值 ,它们

是 t维未知参数X的函数:L=G(X)。为方便计

算 ,通常取 X的近似值X
0 ,将其线性化后得:

L =BX
0 +Bx -Δ (8)

式中 , L 是一个 ∑
i

n i ×1的观测值阵;B 是一个

∑
i

n i ×t的系数矩阵 ,其元素记为 bi , j(j=1 ,2 , …,

t);Δ是一个 ∑
i

ni ×1的观测误差阵。为方便计算 ,

将第 i组观测值看作一个子阵 ,则 L 、Δ有 n个子矩

阵。

令 l=L -BX
0 , V是 Δ的估计值 ,  x 是 x 的

估计值 ,则

V =B x -l (9)

　　选定最优扩散函数 ,对每一组观测值作信息

扩散估计 ,得到各组观测值的密度函数 f(Li)的

估计为:

f　 (Li)=
1
n ih i
∑
n
i

j=1
 μ
Li -Li , j
h i

(10)

式中 , hi 是第 i 组观测值的窗宽。

由观测值相互独立 ,可得:

f　 (L)= f　 (L1)f　 (L2)…f　 (Ln)= ∏
n

i

f　 (Li) (11)

容易写出对数似然方程为:

 lnf　 (L)
 X =

 f　 (L 1)
 X

f　 (L1)
+

 f　 (L2)
 X

f　 (L 2)
+…+

 f　 (Ln)
 X

f　 (Ln)
=∑

n

i=1

 f　 (Li)
 X

f　 (Li)
=0　　(12)

　　事实上 ,式(12)是由 t 个方程组成的方程组 ,

其中第一个方程中的第一项为:

 f　 (L 1)
 X 1

f　 (L1)
=

-2b1 ,1∑
n
1

j=1
B1X -L1j

5h21 n1 -∑
n
1

j=1
B1X -L 1j

2

(13)

式中 , B1 是矩阵 B 的第一行 。依此可以写出整

个对数似然方程 。显然 ,式(12)是一个非线性方

程组 ,解此方程组 ,即得到未知参数 X的极大似

然估计值 XDML。

为方便计算 ,用 x 代替 X 、l 代替L ,则式(12)

的解为  xDML。容易理解: XDML =X
0 + x DML 。

1.5　多参数扩散极大似然估计的一点讨论

在实际测量中 ,通常要进行测站平差和网平

差两次平差。测站平差总是对重复观测值取平

均 ,网平差时仅取用测站平差后的结果 。根据信

息不增性原理[ 3]知 ,在这种工作模式下 ,测站平差

很可能损失了一部分信息 。在多元扩散极大似然

估计中 ,在网平差时 ,利用了所有原始观测值的信

息 ,才有可能具有最高的估计效率 。

在扩散极大似然估计中 ,没有对观测值的理

论分布作主观假定 ,或者说 ,理论分布模式就是实

际分布 。因此 ,这种方法同时兼顾了稳健性与有

效性 ,有很强的自适应能力 ,是一种智能的估计方

法。它根据样本 ,自动估计具体样本的实际分布 ,

并根据其分布给出参数的极大似然估值 。

这种方法的提出有两方面的理由:①随着科

技的发展 ,要处理的含有误差的数据多种多样 ,这

些数据的理论分布模式不一定是正态的 ,甚至没有

对它们的理论分布模式的先验信息 ,此时要用极大

似然法估计未知参数 ,这不可避免地会遇到困难。

②现代的一些测量仪器很容易在短时间内获得大

量数据。设GPS 观测历元为 2s ,则仅需 5min就可

获得150个观测值。在这种情况下 ,样本容量很

大 ,足以运用信息扩散估计得到观测值的具体分

布。另外 ,由于扩散估计利用了模糊过渡信息 ,在

小样本的情况下仍能够估计密度函数 。

2　算　例

2.1　算例1

图1模拟了一个最小的三角网。设观测了一

个三角形的 3个内角 ,每个角观测了 4个测回 ,观

测值列于表 1。测站平差总是取各测回的平均值

作为网平差的观测值 ,其结果列于表 1。
表 1　观测值

Tab.1　Observations

1

°　′　″

2

°　′　″

3

°　′　″

4

°　′　″

L1(X 1) 42 30 28 42 30 27 42 30 24 42 30 25

L2(X 2) 40 19 37 40 19 36 40 19 39 40 19 40

L3 97 09 55 97 09 56 97 09 57 97 09 44

　　取L 1、L2分别为未知数 X1 、X2 ,得观测方程:
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图 1　三角形

Fig.1　Triangle
L1 =X 1 -Δ1 , L 2 =X2 -Δ2

L3 =180°-X 1 -X2 -Δ3
(14)

　　为方便计算 ,对 X 取近似值X0 ,其改正量为

x1、x2 , X1=X1
0+x 1 , X2=X2

0+x2。令 v1 是 Δ1

的估计值 , v2 是 Δ2 的估计值 , v3 是-Δ3 的估计

值 ,则相应的误差方程式为:

v1 = x1 , v2 = x2 , v3 = x1 +x2 -3″ (15)

采用最小二乘估计 ,易得  x1LS= x 2LS=1.00″,  X 1LS

=X01+ x 1LS ,  X 2LS=X
0
2 + x2LS ,其估计结果列于表

2。

表 2　最小二乘估计

Tab.2　Least Square Estimation

角度平均值 近似值 LS估计结果

L1(X 1) 42°30′26″ 42°30′26″(X 1
0) 42°30′27.00″

L2(X 2) 40°19′38″ 40°19′38″(X 2
0) 40°19′39.00″

L3 97°09′53″ 180°-X1
0-X 2

0 97°09′54.00″

现采用扩散极大似然法来估计角度 ,观测方

程与式(14)相似 ,但每一个原始观测值都有一个

观测方程 ,仍取近似值 ,常数项列于表 3。

相应的误差方程为:

v 1 ,1 = x1 -2 , v1 ,2 = x1 -1 , v1 , 3 = x1 +2 , v1 ,4 = x1 +1

v 2 ,1 = x2 +1 , v2 ,2 = x2 +2 , v2 , 3 = x2 -1 , v2 ,4 = x2 -2

v3 , 1 = x1 +x2 -1 , v3 ,2 = x1 +x2 , v 3 ,3 = x1 +x2 +1 , v3 ,4 = x 1 +x 2 -12

(16)

　　按照文献[ 2]的(6.14)式计算各组的窗宽:

h i =1.274ri/(4 -1)

其结果列于表 3。

表 3　扩散极大似然估计/(″)

Tab.3　Diffusion of Max.Likelihood Estimation/(″)

1 2 3 4 极差 r 窗宽 h

l 1(x1) 2 1 -2 -1 4 1.699

l 2(x2) -1 -2 1 2 4 1.699

l 3 1 0 -1 12 13 5.521

　 　 按 照 信 息 扩 散 估 计 式: f　 (l) =

1
nh ∑

n

i=1
u
l -li
h

,选取最优扩散函数 ,得到各组

观测值的密度函数估计为:

f　 (Li)=
1
4hi ∑

4

j=1
 u
Li -Lij
hi

用 l代替L ,再根据式(11)得:

f　 (l i)=
1
4h i ∑

4

j=1
 u
li -li , j
hi

　　按照式(12)、(13),得对数似然方程为:

-2∑
j

(x1 -l 1 , j)/[ 5×4×h
2
1 -∑

j

(x1 -l1 , j)
2
] +

　　　　　-2∑
j

(x1 +x2 -l 3 , j)/[ 5×4×h23 -∑
j

(x1 +x2 -l3 , j)
2] =0

-2∑
j

(x2 -l 2 , j)/[ 5×4×h22 -∑
j

(x2 -l2 , j)
2] +

　　　　　-2∑
j

(x1 +x2 -l 3 , j)/[ 5×4×h23 -∑
j

(x1 +x2 -l3 , j)
2] =0

(17)

　　式(17)的解为: x1DML= x2DML=0.25″。则平差

值为: X1DML=X1
0+ x1DML=42°30′26.25″,  X 2DML=

X2
0+ x2DML=40°19′38.25″,  L 3DML=97°09′55.50″。

2.2　算例 2

网形及数据均与算例 1 相同 , 仅将其中的

l3 , 4改为 97°09′53″,分别采用最小二乘法和扩散极

大似然法作估计 ,其结果相同 , 即  X 1LS = X 1DML ,

 X2LS= X2DML。

3　结　语

对算例 1的原始观测值作简单的分析 ,容易

发现 ,最后一个观测值 l 3 ,4比较可疑(可能含有较

大误差),它与近似值的差高达 12″,而其他 11个

观测值与近似值的差最大为 2″,这意味着其他观

测值相互之间吻合得较好 ,而 l3 ,4离群 。根据主

观经验 , l 3 ,4可能含有较大误差 ,而由于样本很小 ,

这种怀疑难以通过假设检验来证实 。又因为在测

站平差时已经取了平均 ,网平差时的观测值完全

反映不出 l3 ,4的离群情况 , 不宜采用稳健估计。

当采用最小二乘法平差时 ,每一个角度平差值都

受到 l3 ,4的严重影响。事实上 ,它对 L 3LS的影响为

2″。算例 2中没有明显离群的观测值 ,此时 ,采用

最小二乘估计是很合理的 。
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如果采用本文提出的扩散极大似然估计 ,算

例1 中可疑的观测值 l 3 ,4对平差值的影响很小 ,

事实上 ,它对平差值产生的最大影响为 0.5″。这

表明 ,扩散极大似然估计能够顾及到人们对 l3 ,4

的怀疑 ,合理地降低了它对平差值的影响 。显而

易见 ,扩散极大似然估计不要求知道观测值的密

度函数 ,从而具有很强的自适应性 。

注意到算例 1和算例 2的扩散极大似然估计

相同(仅相差 0.002″),而两个例子中有个观测值

相差 9″。如果将算例 2的观测值看作是正常的 ,

算例 1的观测值看作是加了 1个粗差 ,则可以发

现:①在观测值不含粗差时 ,扩散极大似然估计

结果与最小二乘估计相同;②在观测值含有 1个

粗差时 ,扩散极大似然估计基本不受粗差的影响

(限于篇幅 ,在此不讨论多个粗差的情况)。因此

可以说 ,扩散极大似然估计是稳健的。

观察到在扩散极大似然估计中 ,最后的参数

估计结果同时利用了所有原始观测值 ,所以认为

这种方法具有较高的估计效率 。
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Abstract:This paper introduces the principle of information diffusion and information diffusion estimation

(IDE).And with IDE , the observation distribution can be estimated easily.Once the observation distribution

is determined , the parameters can be estimated with the maximum likelihood.With IDE as the basis , the

diffusion maximum likelihood(DML)estimation is presented.DML is supposed to enjoy priority because of its

being free from any supposition of observation distribution.With two simulative persuasive examples , the high

self-adapting and robustness of DML are discussed.
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