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扰动重力边值问题与实际数据处理的研究
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摘　要:讨论了应用 GPS 测量重力点的大地高 ,从而获得地面点的扰动重力(或称纯重力异常)值这样新的重

力边值条件 ,如何从理论与实际上确定重力场的问题。
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　　重力点的坐标和高程主要是为推算该点重力

异常的。重力异常是地球重力场研究的基本数据

源。重力点水平坐标的精度要求通常不高 ,一般

简易测量方法即可满足 ,但其高程精度则要求较

高 ,以保证其对重力异常的误差影响与重力测量

的精度相匹配。

传统的重力测量及数据处理均采用正常高系

统 ,由此得到的重力异常也称为混合重力异常 ,由

其作为重力边值条件求解外部重力边值问题形成

了传统物理大地测量的理论主体。但正常高测量

费时 、费力且受气候环境的影响较大 ,它极大地阻

碍了重力点的快速密集测量 。GPS 测量技术因

其众多的优越性已得到广泛的应用 ,如果采用

GPS测量重力点的坐标和高程 ,必将极大地提高

重力测量的效率。而 GPS 测定的是地面点的大

地高 ,由此求得的扰动重力(又称纯重力异常)提

供了一种新的重力边值条件。本文从实际应用的

角度对基于扰动重力边值问题进行了讨论。

1　重力异常的定义及在物理大地测
量中的应用

　　设地球自然表面为 S ,在传统的大地测量中 ,

S 是未知待求的 。如果在这个面上已知重力位

W 和重力矢量g ,要确定表面 S ,这就是莫洛金斯

基问题的简要定义 ,这个问题的实际求解是通过

线性化来逐步逼近完成的 。

引入地球形状及其重力场的一个近似———正

常椭球 ,其表面是正常重力位水准面 U =U 0 ,通

过水准测量可得到地面点 A 的正常高 H
γ(相当

于重力位差 W -W0),见图 1 。要确定 A 点相对

于椭球面的高程即大地高 ,还需求得高程异常 ζ。

而且 ,大地测量还需要确定 A 点的垂线方向与椭

球面法线方向的偏差 ,即垂线偏差。如果能求得

实际重力位与正常重力位之差 ,即扰动位 T ,就

可以依照以下公式来算高程异常和垂线偏差:

ζ= T/ γ (1)

ξ=-
1
γ
 T
R φ (2)

η=-
1
γ

 T
R cosφ λ

(3)

式中 , γ为地球平均正常重力;R 为平均地球半

径;φ、λ分别为纬度和经度。

扰动位在地表外空间是一调和函数 ,它满足

拉普拉斯方程:

ΔT =
 2 T
 x 2 +

 2 T
 y 2 +

 2 T
 z 2 =0 (4)

图 1　地球形状及其重力场

Fig.1　Shape of Ear th and Its G ravity Field
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　　由地面上测量的重力与正常重力之差的数值

提供了求解式(4)的边界条件。因为重力与正常

重力分别是重力位与正常重力位对高程反方向的

导数 ,即有:

gA -γA =
 W
 h
+
 U
 h
=-
 T
 h

(5)

通常称 δg =gA -γA (6)

为纯重力异常或扰动重力 , gA 由重力测量得到 ,

γA(10
-5
m·s

-2
)则通过正常重力公式计算:

γA =γ0 -0.308 6HA (7)

γ0是 A 点相应的椭球面上的正常重力 ,可由正

常重力公式得出 。这样就构成了求解扰动位的边

值问题:

ΔT =0　　　　　在 S 外

- T/ h =δg 　在 S 面上
(8)

但由于以往在地面点的高程通常是采用传统几何

方法(水准 、三角高程等)测量得到的正常高 H
γ
A ,

而不是大地高 HA ,因此可以计算得到近似地面

΢上的点N 处的正常重力(10-5m·s-2):

γN =γ0 -0.366H
γ
A (9)

N 点与 A 点的高差为高程异常ζ,因其数值不大 ,

故可将正常重力 γA 表示成:

γA =γN +
 γ
 h
ζ (10)

代入式(5)得:

gA -γA -
 γ
 h
ζ=-

 T
 h

(11)

令 gA -γA =Δg , Δg 就是重力异常。因 A 与 N

并非同一点 ,故又称 Δg 为混合重力异常。利用

式(1),则有:

Δg =-
 T
 h
+
 γ
 h

T
γ

(12)

Δg 可以在地面上测量获得 ,因此它成为求解外

部扰动位 T 的边值条件。从而 ,所谓经典的现代

大地测量边值问题可表达为:

ΔT =0　　　　　　在 S 外部

-
 T
 h
+

T γ
γ h

=Δg　在 S 面上
(13)

该问题在将地面作为球近似时的解(亦称零次解)

就是司托克斯积分。

2　以扰动重力作为边界条件的 Ho-
tine积分解式

　　当采用 GPS 定位测量得到重力点的大地高

时 ,就可直接计算重力点 A 处的正常重力γA ,从

而由式(6)得到该点的扰动重力(或纯重力异常)

值 δg 。以扰动重力作为地面边界条件 , 求解

式(8)表达的边值问题 , 在球近似时 ,  T/ h =

 T/ ρ,由球外第二边值问题的解式并考虑到扰

动位不含零阶 、一阶项 ,得:

T(ρ, θ, λ)= 　　　　　　

-1
4π 

΢

 T
 ρ΢

∑
∞

n =2

2 n +1
n +1

R
n

ρn+1
Pn(cosψ)d΢=

1
4π 

΢

δg ∑
∞

n =2
2-

1
n +1

R
n

ρn+1
Pn(cosψ)d΢

(14)

其中积分式的核函数可导出以下封闭形式:

H(ρ, ψ)=
2
r
-

1
ρ
-

3R

2ρ2
cosψ-

1
R
ln

R -ρcosψ+r
ρ(1 -cosψ)

(15)

T(ρ, θ, λ)=
1
4π 

΢

δgH(ρ, ψ)d΢ (16)

式中 , ρ、φ、λ分别为研究点 P 的球心向径 、纬度

与经度;r 是研究点到积分面元 d΢的空间距离 。

当研究点 P 位于球面上时 ,则其扰动位的表

示式变成:

T(ρ, θ, λ)=
1

4πR 
΢

δgH(ψ)d΢ (17)

H(ψ)=csc
ψ
2
-1 -

3
2
cosψ-ln(1+csc

ψ
2
)

(18)

式(17)就是由地面(作为球面)上扰动重力确定扰

动位的积分 ,称为豪汀(Hotine)积分 ,它类似于以

重力异常表达的司托克斯积分 。该式与通常所见

的豪汀积分不同之处就是考虑了扰动位不含零

阶 、一阶项的条件 , 因此在函数 H(ψ)的表示

式(18)中多出第二 、三项 。需要指出的是 ,扰动重

力与重力异常不同的是 ,它的球谐展开中包含有

一阶项 ,使得它有可能在求解扰动位时顾及其一

阶项。根据式(17),可求得由扰动重力计算垂线

偏差和高程异常的公式:

ξ=-
1
γR
 T
 φ
=

1
4πγ 

ω

δg
dH(ψ)
dψ

cosαdω

(19)

η=-
1

γR cosφ
 T
 λ
=

1
4πγ 

ω

δg
dH(ψ)
dψ

sinαdω

(20)

ζ=
T
γ
=

R
4πγ 

ω

δgH(ψ)dω (21)

式中 , dH(ψ)
dψ

=-1
2
csc ψ

2
·

ctan
ψ
2
/(1 +sin

ψ
2
)+

3
2
sinψ (22)
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3　实际应用中的数据处理方法

目前已有的地面测量数据都是表示成重力异

常。若今后经重力与 GPS 测量得到的数据是扰

动重力 ,则这两类数据能否且如何联合在重力场

计算中应用 ,下面作进一步的讨论和分析。

首先 ,根据式(8)与式(13),可得到 Δg 与δg

之间的关系:

δg +
 γ
 hζ=Δg (23)

即得到: δg -0.308 6ζ=Δg (24)

　　在某一区域同时有 Δg 和δg 数据的情况下 ,

一种较简单的处理方法就是 ,利用已有的近似高

程异常 ,根据式(24)将 Δg 和δg 转换成同一类型

的数据 ,然后再应用司托克斯积分或豪汀积分的

方法进行扰动场元素的计算。目前 ,由重力位模

型及现有的重力资料可以获得优于 1m 精度的高

程异常 ,则利用式(24)对重力异常进行转换所引

起的误差约为 0.3mGal ,这要小于重力测量的联

测中误差 。而由于 Δg 比较容易加密测量 ,这必

然能较显著地提高平均重力异常的精度 。

平均重力异常的误差可按下式估计:

m 1 =2CA
1
4/ n

3
4 (25)

式中 , C代表误差系数;A 为方块面积;n 是测点

个数。若在 5′×5′网格(面积约 9km ×9km)中 ,

按以往方法测量一个重力点 ,可由式(25)得到该

方块平均重力异常的中误差;或由 GPS重力测量

4个重力点再推求平均重力异常 ,如果高程异常

有2m的误差影响 ,由此推求的平均重力异常误

差为:

m 2 = (2CA
1
4 / n

3
4)2 +(0.308 6mζ)

2(26)

由式(25)、式(26)分别算出 m 1 、m 2列于表 1。

表 1　布点数与平均重力异常精度

Tab.1　Accuracy of Mean Gravity Anomaly

地形类别
代表误差
系数 C

中误差
m1/mGal

中误差
m 2/mGal

平原 0.5 ±3.0 ±0.8

丘陵 0.84 5.0 1.0

小山区 1.40 8.4 1.5

　　表 1表明 ,增加网格内的测点数是提高平均

重力异常精度最根本的手段 ,进而可以提高高程

异常以及垂线偏差等的确定精度。

另一种联合应用重力异常与扰动重力进行重

力场计算的方法是最小二乘法配置 。该方法可用

以推求网格点或平均重力异常 ,也可直接推求高

程异常 、垂线偏差等量。其基本公式是:

 S =CslC
-1
ll l (27)

式中 , l是含有重力异常或扰动重力的观测向量;

S 是推求量;Csl是S 与 l 的协方差;Cll是观测量

之间的协方差阵 ,它们可根据扰动位协方差模型

按协方差传播定律导出。这种方法已被广泛应

用。

以上所述表明 ,测量获得传统意义的重力异

常或扰动重力 ,对于重力场计算和研究的实际应

用而言都不存在困难。而从以后的发展来看 ,随

着多种测量技术的应用 ,必将越来越多地面临多

种形式重力场信息的处理问题 。

4　两类数据的应用特点分析

传统测量的重力异常与 GPS 重力测量的扰

动重力相比较 ,可得到以下结论。

1)重力异常与扰动重力具有相近的频谱特

征。不同的扰动重力场元素有着不同的频谱特

征 ,如高程异常主要反映低频重力场特性 ,垂线偏

差 、重力异常主要反映中 、高频重力场特性 ,而重

力梯度则主要反映甚高频重力场特性。当前重力

测量的主要任务是获取中 、高频以上的重力场信

息 ,能够用以研究局部地壳密度异常 、构造特性以

及重力场的精细结构 。

重力异常的球谐展开为:

Δg =γ∑
∞

n=2
(n -1)∑

n

m=0
Y nm(φ, λ)=∑

∞

n =2
Δgn

(28)

扰动重力的球谐展开为:

δg =γ∑
∞

n=2
(n +1)∑

n

m=0
Y nm(φ, λ)=

∑
∞

n =2

n +1
n -1

Δgn =∑
∞

n=2
δgn (29)

重力异常与扰动重力的 n 阶谱之间的关系为:

δgn =
n +1
n -1

Δgn =Δgn +
2

n -1
Δgn (30)

由此可见 ,δgn 与 Δgn 在高阶时很接近 ,如在 n=

200时 ,两者相差约 1%。因此 ,扰动重力与重力

异常具有近乎相同的频谱特征 ,尤其在高频段 ,两

者可以说是相等的 ,它们在各类问题的实际应用

中能够发挥相同的作用。

2)扰动重力较重力异常更易于重力场计算。

由扰动重力作为输入数据的豪汀积分与由重力异

常作为输入数据的司托克斯积分比较 ,前者的核
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函数更为简单 ,因此更便于计算。在平面近似时 ,

两者完全相同。目前在重力场计算中引入的各种

快速算法(如 FFT)也同时适用于扰动重力为输

入量的豪汀积分 。

3)从理论上讲 ,传统的大地测量边值问题是

一种自由边值问题 ,因为作为边界面的地表面是未

知的(即高程异常未知),所以利用近似地面来代

替。这就增加了该问题的复杂性。而用 GPS测量

重力点的坐标和高程 ,所得到的边值界面是已知

的 ,它可以归结为固定边值问题 ,Runge和Walsh的

逼近理论(三维情况)在此是严格有效的 。

另外 ,应用 GPS定位手段提供重力点的坐标

和高程 ,使得重力场研究的理论要求的坐标系统

与实际测量真正一致 。从物理大地测量的理论上

来说 ,需要采用地心定位的地球平均椭球作为正

常椭球 ,才能满足扰动位为调和函数的基本条件。

用传统的几何方法测定的重力点位通常是相对局

部定位的参考椭球 ,这一参考椭球一般不是地心

定位的 ,椭球的表面也不与全球大地水准面最贴

近。这种几何大地测量与物理大地测量的椭球不

统一的状况还要持续一个时期 。即使目前在许多

测量应用中 ,总是还要将由 GPS 测量的坐标转换

到旧坐标系中(如新旧 54 系统)。GPS 测量相应

的WGS84坐标系的定位及其椭球参数都与正常

椭球的定义一致 ,因此 ,从这一意义上讲 ,它是重

力点定位的理想手段 。

5　扰动重力和重力异常的计算试验

与比较

　　下面的试验主要是为说明以 GPS 定位方法

测量重力点的坐标高程所获得的扰动重力可以替

代重力异常用于重力场的各种计算目的 。

选择纬度 34°～ 35°、经度 111°～ 112°、范围间

隔为 5′的144个点进行两种数据的计算比较 。重

力试验数据采用纬度 30°～ 39°、经度 107°～ 116°

的 5′×5′重力异常。首先以这些重力异常数据与

OSU91A重力位模型(360阶)组合 ,计算该数据

范围中央 144个点的高程异常与垂线偏差。计算

方法如下 。

高程异常与垂线偏差由两部分组成:

ζ=ζ1 +ζs

ξ=ξ1 +ξs

η=η1 +ηs

(31)

式中 , ζs 、ξs 、ηs 由已知重力位模型计算 ,

ζs =R ∑
N

n=2
∑
n

m=0
( Cnmcosmλ+ S nmsinmλ) P(sinφ)

ξs =-∑
N

n =2
∑
n

m=0
( Cnm cosmλ+ S nmsinmλ)

d P(sinφ)
dφ

ηs =∑
N

n =2
∑
n

m=0
( Cnm sinmλ- S nmsinmλ)m

 Pnm(sinφ)
cosφ

(32)

并求出平均重力异常网格的模型值为:

Δgs =γ∑
N

n=2
(n -1)∑

n

m=0
( Cnm cosmλ+

 S nmsinmλ) Pnm(sinφ) (33)

ζ1 、ξ1 、η1 按下面的司托克斯数值积分计算:

ζ1 =
R
4πγ∑i (Δg i -Δgsi)S(ψ)i ·

　　cosφiΔφiΔλi

ξ1 =
ρ″
4πγ∑i (Δgi -Δgsi)

dS(ψ)
dψ i

·

　　cosαicosφiΔφiΔλi

η1 =
ρ″
4πγ∑i (Δg i -Δgsi)

d S(ψ)
dψ i

·

　　sinαicosφiΔφiΔλi

(34)

再由已知的平均重力异常和已求得的高程异常改

化得到平均扰动重力:

δg =Δg +0.308 6ζ (35)

以扰动重力与已知重力位模型组合 ,计算上述相

同点的高程异常和垂线偏差:

ζ′=ζ′1 +ζs

ξ′=ξ′1 +ξs

η′=η′1 +ηs

(36)

先求出平均扰动重力网格的模型值:

δgs =γ∑
N

n=2
(n +1)∑

n

m=0
( Cnmcosmλ+

 S nmsinmλ) Pnm(sinφ) (37)

ζ′1 、ξ′1 、η′1按下面的豪汀数值积分计算:

ζ′1 =
R

4πγ∑i (δg i -δgsi)H(ψ)i ·

　　cosφiΔφiΔλi

ξ′1 =
ρ″
4πγ∑i (δg i -δgsi)

dH(ψ)
dψ i

·

　　cosαicosφiΔφiΔλi

η′1 =
ρ″

4πγ∑i (δg i -δgsi)
dH(ψ)
dψ i

·

　　sinαicosφiΔφiΔλi

(38)

限于篇幅 ,这里只以垂线偏差分量 ξ为例 ,其计

算结果与比较见表 2 。可见 ,应用传统的重力异

常和 GPS 辅助重力测量获得的扰动重力来确定
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地面点的垂线偏差和高程异常的一致性非常好 ,

表 2　垂线偏差分量ξ的计算比较/(″)

Tab.2　Comparison of the Component ξof Ver tical Deflections/(″)

序号 ξΔg ξδg ξΔg-ξδg 序号 ξΔg ξδg ξΔg -ξδg 序号 ξΔg ξδg ξΔg-ξδg 序号 ξΔg ξδg ξΔg-ξδg

1 1.99-2.03 0.04 2 -1.25-1.29 0.04 3 -0.68-0.73 0.05 4 0.17 0.12 0.05

5 0.84 0.79 0.06 6 1.30 1.24 0.06 7 1.46 1.40 0.06 8 1.27 1.20 0.06

9 1.11 1.04 0.06 10 0.88 0.81 0.06 11 0.66 0.59 0.06 12 0.27 0.21 0.06

13 -1.76-1.80 0.04 14 -1.36-1.40 0.04 15 -0.74-0.79 0.05 16 0.18 0.12 0.06

17 1.18 1.12 0.06 18 2.09 2.02 0.07 19 2.68 2.61 0.07 20 2.60 2.52 0.07

21 2.10 2.02 0.07 22 1.95 1.87 0.08 23 1.99 1.92 0.08 24 2.02 1.95 0.08

25 -1.75-1.79 0.04 26 -1.13-1.18 0.05 27 -0.53-0.59 0.05 28 0.08 0.02 0.06

29 1.16 1.10 0.07 30 2.43 2.36 0.07 31 2.75 2.67 0.08 32 2.28 2.20 0.08

33 1.98 1.90 0.08 34 2.13 2.04 0.08 35 2.24 2.15 0.09 36 2.36 2.27 0.09

37 -2.27-2.31 0.04 38 -0.96-1.01 0.05 39 -0.20-0.26 0.06 40 0.30 0.23 0.06

41 0.96 0.89 0.07 42 1.69 1.61 0.08 43 2.15 2.07 0.08 44 2.28 2.19 0.09

45 2.63 2.54 0.09 46 2.66 2.57 0.09 47 2.73 2.64 0.10 48 2.83 2.73 0.10

49 -2.21-2.26 0.04 50 -0.69-0.74 0.05 51 0.23 0.17 0.06 52 0.83 0.76 0.07

53 1.36 1.28 0.08 54 1.84 1.76 0.08 55 2.36 2.27 0.09 56 2.81 2.71 0.09

57 3.18 3.08 0.10 58 3.21 3.11 0.10 59 3.36 3.25 0.11 60 3.62 3.51 0.11

61 -2.21-2.26 0.05 62 -0.95-1.01 0.06 63 0.20 0.13 0.07 64 0.96 0.89 0.08

65 1.71 1.63 0.08 66 2.47 2.38 0.09 67 2.82 2.73 0.10 68 3.19 3.08 0.10

69 3.45 3.34 0.11 70 3.98 3.87 0.11 71 4.42 4.30 0.12 72 4.87 4.74 0.12

73 -0.01-0.07 0.07 74 -0.63-0.70 0.07 75 -0.76-0.84 0.07 76 0.01-0.07 0.08

77 0.95 0.86 0.09 78 1.91 1.81 0.10 79 2.90 2.80 0.10 80 3.78 3.67 0.11

81 4.19 4.07 0.12 82 4.62 4.49 0.12 83 5.46 5.33 0.13 84 6.48 6.34 0.14

85 4.57 4.48 0.09 86 2.79 2.70 0.09 87 1.19 1.10 0.09 88 0.92 0.83 0.09

89 1.40 1.31 0.10 90 2.45 2.34 0.11 91 3.86 3.74 0.11 92 5.19 5.06 0.12

93 5.66 5.53 0.13 94 6.01 5.88 0.13 95 6.94 6.80 0.14 96 8.51 8.36 0.15

97 8.39 8.28 0.11 98 8.12 8.01 0.11 99 7.32 7.21 0.11 100 6.07 5.95 0.12

101 5.78 5.66 0.12 102 6.41 6.28 0.12 103 7.31 7.18 0.13 104 8.55 8.42 0.14

105 9.49 9.34 0.14 106 10.31 10.16 0.15 107 10.90 10.75 0.15 108 11.44 11.28 0.16

109 9.52 9.40 0.12 110 10.14 10.01 0.12 111 10.65 10.52 0.13 112 10.28 10.15 0.13

113 10.09 9.60 0.13 114 10.37 10.24 0.14 115 10.78 10.64 0.14 116 11.35 11.20 0.15

117 12.57 12.42 0.15 118 13.10 12.95 0.15 119 12.70 12.54 0.15 120 11.76 11.61 0.15

121 6.38 6.27 0.11 122 7.42 7.31 0.11 123 8.38 8.26 0.12 124 9.16 9.03 0.13

125 9.20 9.08 0.13 126 8.94 8.81 0.13 127 9.00 8.87 0.13 128 9.09 8.95 0.13

129 9.42 9.29 0.13 130 9.34 9.21 0.13 131 8.74 8.61 0.13 132 8.02 7.89 0.13

133 2.98 2.89 0.09 134 4.69 4.59 0.10 135 5.66 5.56 0.11 136 6.21 6.10 0.11

137 6.15 6.04 0.11 138 5.60 5.49 0.11 139 4.99 4.88 0.11 140 4.63 4.52 0.11

141 4.34 4.23 0.10 142 4.27 4.16 0.10 143 4.16 4.06 0.10 144 3.99 3.89 0.10

表明了应用 GPS 测量重力点的高程与坐标是完

全可行的 。

6　结　语

根据以上的分析讨论 ,可以认为 ,以 GPS 定

位手段代替传统的几何测量方法来测定重力点的

坐标和高程 ,不仅能够快速 、精确 、便捷地进行重

力点加密 ,而且由此得到的扰动重力数据在其应

用中还有如下优点。

1)由地面扰动重力作为边值条件所构成的

固定边值问题加强了理论上的严密性。

2)扰动重力与重力异常具有极为接近的频

谱特征和用于各种扰动场元计算的一致结果 。

3)扰动重力作为输入量的豪汀积分比重力

异常作为输入量的司托克斯积分核函数形式更简

单 ,有利于实际计算 ,也同样可变为卷积形式 。

4)扰动重力包含有扰动位的一阶项信息。

当获得有全球扰动重力时 ,可以检测坐标系相对

地心的偏移。

5)GPS坐标系能最好地与重力场研究要求

的坐标系相统一。

应用 GPS 进行地面和航空重力点的坐标高

程测量 ,不仅会显著地提高重力测量的效率 ,而且

有利于重力场的数据处理 ,它将使得重力场理论

的基点发生转移 ,引起重力学体系的变化。
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