
第 28 卷 特 刊 武 汉 大 学 学 报 · 信 息 科 学 版 Vol.28 Special Issue

2003 年 5 月 Geomatics and Information Science of Wuhan University May 2003

文章编号:1671_8860(2003)Z3_0062_03 文献标识码:A

测量平差函数模型的若干讨论
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摘　要:讨论了测量平差函数模型的几种形式———参数模型 、非参数模型及半参数模型 , 分别论述了各种模型

的优缺点及其适用范围。半参数模型对于客观实际具有极强的解释能力 , 应给予充分的重视和深入的研究。
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1　经典平差函数模型及其局限性

测量数据处理的函数模型通常归结为线性模

型。假定平差问题的必要观测数为 t ,观测向量

为 L=[ L 1 , L 2 , … , L n]
T
,其真值为  L =[  L 1 ,  L 2 ,

…,  L n]
T
,真误差向量为 Δ=[ Δ1 , Δ2 , …, Δn ]

T
,

未知参数向量为 X =[ X 1 , X 2 , …, X u]
T ,根据是

否设未知参数及未知参数间是否存在函数关系 ,

经典测量平差的函数模型通常有以下几种[ 1] 。

1)不设未知参数 ,即 u =0 ,此时观测值之间

应满足 n-t=r个函数关系式 ,即有:

f( L 1 ,  L 2 , …,  L n)=0

线性化后为: AΔ-W =0 (1)

式(1)被称为条件平差函数模型。

2)设有 u 个独立的未知参数 ,且 u <t ,此时

观测值及未知参数之间应存在 r+u 个独立的函

数关系式 ,即

f( L 1 , L 2 , …,  L n ,  X 1 ,  X 2 , … ,  X u)=0

线性化后为:AΔ+B X -W =0 (2)

式(2)被称为附有未知参数的条件平差函数模型。

3)设有 t 个独立的未知参数 ,此时观测值及

未知参数之间应存在 r+t =n 个函数关系 ,因而

每个观测值均可表示为未知参数的函数 ,即

 L = f( X 1 ,  X 2 , … ,  X t)

线性化后为: Δ=B X -l (3)

式(3)被称为间接平差函数模型 ,也被称为观测方

程。

4)设有 u个未知参数(u>t),设 s=u>t ,此

时最多有 t 个独立的未知参数 ,此时观测值及未知

参数之间应存在 c=n +s个函数关系 ,因而除了

观测方程之外 ,还应列出 s个约束条件方程 ,即

 L = f( X 1 ,  X 2 , … ,  X t), Υ( X)=0

线性化后为:

Δ=B X -l

C X -WX =0
(4)

式(4)被称为附有约束条件的间接平差函数模型。

5)一般来说 ,通过给常数阵 A 、B 、C 取特定

的值 ,上述 4个函数模型均可表示为以下方程的

特例:

AΔ+B X -W =0

C X -WX =0
(5)

这就是所谓的测量平差概括函数模型。

尽管上述方程在形式上有种种不同 ,但都是

对同一个平差问题的数学描述 ,它们是等价的。

用任何一个模型作为约束条件进行平差 ,都将得

到相同的结果 。

建立上述线性模型是基于以下假设:①未知

参数是非随机变量;②观测误差中不包含系统误

差和粗差 ,即 E(Δ)=0;③平差问题是有限维空

间问题 ,也就是说 ,可以用有限个参数完全决定待

平差的系统;④在线性化过程中 ,忽略不计的量是

微小量。

　　当平差问题满足上述条件时 ,应用最小二乘

原理就可以得到观测量及未知参数的线性最优无

偏估计。
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　　若平差问题的部分(或全部)未知参数是随机

变量时 ,而且这些参数的先验期望 、方差及其与观

测误差之间的协方差是已知的 ,可以将未知参数

的先验期望作为虚拟观测值 ,应用广义最小二乘

原理求解 ,函数模型和解算方法与经典平差类似。

这就是广义测量平差中的滤波与配置[ 2] 。

如果观测误差中含有粗差 ,为了克服最小二

乘法抗差性差的缺点 ,应采用稳健估计的方法。

通常的做法有两种:①改变平差时极小化目标函

数 ,即选择对粗差不敏感的函数作为目标函数 ,如

最小估计等;②改变平差时观测值的权 ,赋予含有

粗差的观测值一个较小的权。但其函数模型仍与

经典平差相同。

如果观测误差中含系统误差 ,而系统误差可

以用少量参数表达 ,把这些参数设为未知参数 ,建

立具有附加参数的函数模型 ,其形式亦与经典平

差相同。

综上所述 ,经典平差的函数模型有非常广泛

的应用 。由于几种函数模型具有等价性 ,而间接

平差函数模型(也就是高斯_马尔柯夫模型)便于

分析和编程计算 ,这个模型成为测量平差最常用

的函数模型。

高斯_马尔柯夫模型把观测值表示为有限个

参数的线性函数 ,也就是把观测值参数化 。其先

决条件是平差问题是有限维问题。如果观测值无

法用有限个参数的函数表示 ,则无论参数怎样选

取 ,高斯_马尔柯夫模型与客观实际总是不一致

的。也就是说 ,在平差中存在模型误差 ,较大的模

型误差会导致不合理 、甚至错误的结果 。

2　非参数估计模型

认为观测值是未知参数的线性函数 ,是一个

较强的假设。这种假设使得在数据处理过程中人

为地提供了大量额外的信息。因此 ,当假设模型

成立时 ,未知参数的估计可以有较高的精度 。如

果假设与实际不符 ,数据处理的结果可能很差 ,由

此得到的一些统计分析的结论的可靠性也应该受

到质疑 。由于参数估计存在上述局限性 ,统计学

界提出了非参数估计的思想
[ 3]
。下面以一个简

单的示例来说明。假设对满足函数关系 y =

f(x)的量 y 、x 进行 n 次测量(函数形式未知),

得到观测值 Y =[ Y 1 , Y 2 , … , Y n ]
T
和 X=[ X 1 ,

X 2 , … , X n ]
T , 对 y 进行测量的真误差为 Δ=

[ Δ1 , Δ2 , …, Δn]
T。假设 y =f(x)是某个函数空

间的点 ,比如假设 y =f(x)是任意的一个连续函

数 ,若在建模时忽略 x 的观测误差 ,则有:

Y i = f(X i)+Δi (6)

由于对 y =f(x)的具体形式未作任何假设 ,这个

模型比参数模型具有更大的适应性 。

但在实际应用中 ,影响取值的因素可分为两

类:①因素与 y 的关系可以认为是已知的 ,经验

或试验资料可以提供这样的知识 ,所以这部分可

以用一些参数来表达;②因素的影响函数形式是

未知的 ,这一部分可以假设为一个未知的待定函

数。非参数模型无法利用经验或试验资料提供的

这些信息 ,明显地降低了模型的解释能力 ,这是非

参数模型的局限性。

3　半参数估计模型及其应用

针对参数模型和非参数模型的特点 ,半参数

模型的产生是自然的 。半参数模型可表示为:

 L =B X + S +Δ (7)

与间接平差的函数模型相比 ,观测方程中增加了

一项  S =[  s1 , s2 , …, sn ]
T。可以这样理解 ,参数

 X表达了与被观测量 L 中函数关系已知的部分 ,

而被观测量  L 中影响因素未知或影响因素与  L

之间函数关系不明的部分则由向量 S 表示。 S 的

分量为某个未知函数在 L i 中的取值。如果把  S

归入 Δ,式(7)与间接平差的函数模型相同 。如果

B=0 ,则式(7)为非参数模型 。可见参数模型和

非参数模型都是半参数模型的特例 。

半参数模型的优点是 ,它可以在数据处理时

尽可能地利用经验 、试验结果及理论分析的结论 ,

又不排除参数模型可能存在的系统性偏差 ,具有

极强的解释能力。

从测绘技术及测量数据处理的发展过程来

看 ,从参数模型发展至半参数模型 ,有其必然的理

由。对于常规的地面测量 ,利用的仪器设备主要

是经纬仪 、水准仪 、测距仪等。这些仪器设备在观

测前可以进行比较精确的标定 ,而且观测时受外

界环境变化的影响不大 ,观测值中的系统误差在

平差前就能够得到较好的补偿 。常规测量观测值

的数量不大 ,在观测过程中又有比较完善的观测

程序和检核条件 ,粗差也比较容易发现和剔除。

平差时 ,假定观测误差只含有偶然误差是符合实

际情况的。由于参数模型与客观实际基本相符 ,

经典平差理论完全适合实际要求 ,因而得到了极

大的发展和广泛的应用。随着测量仪器的发展 ,

较短时间内就可以获得大量的观测值 ,粗差的定

位与剔除成了测量数据处理的主要矛盾 。尽管平

63特 刊　　　　　　　　　　　　 　　孙海燕:测量平差函数模型的若干讨论　　　　　　　　　　　　　　　 　



差的函数模型没有变化 ,但具有稳健性的各种平

差方法应运而生 ,且得到了深入的研究和应用 。

现代测绘技术的发展特别是空间技术在对地

观测中发挥着愈来愈大的作用 ,对测量数据处理

的理论与方法提出了新的挑战 。首先 ,观测值受

外部环境的影响较大 ,使得常规的参数模型与客

观实际之间存在较大的偏差。以 GPS 信号的观

测值为例 ,由于GPS 信号从卫星发出后经过电离

层 、大气层到达接收机 ,电离层 、大气层对无线电

信号的折射将对测量结果产生系统性的影响 。因

而在数据处理中要根据电离层 、大气层的折射模

型对观测值进行改正 ,或者用观测值的线性组合

参加平差 ,以抵消电离层 、大气层折射的影响 。在

实际应用中 ,一方面电离层 、大气层的折射模型的

准确性和代表性很难验证;另一方面当两台接收

机距离较远时 ,由于电离层 、大气层折射的相关性

减弱 ,观测值的线性组合亦不能很好地消除这种

影响。参数模型与实际问题之间的差异在所难

免。在测量数据处理中 ,系统误差被看作为有害

成分应加以消除 ,实际上系统性成分亦包含有价

值的信息 。比如 ,GPS 信号在电离层的时延就是

研究电离层的一种观测量 。所以提取参数模型与

实际问题之间的模型误差 ,不仅可以提高数据处

理的质量 ,而且能扩大测量资料的应用范围 ,其重

要性是显而易见的。半参数模型恰恰可以达到这

一目的。

由式(7)可以看出 ,通过半参数模型的参数化

部分可以充分利用已知的信息 ,而通过非参数分

量 S 可以模拟系统误差的数值 ,并实现系统性分

量与偶然误差的分离 。解算出  S 的估值 S 以后 ,

还可以对  S 作进一步的分析 ,将其主要成分参数

化 ,从而加深对客观问题的认识 ,达到精化函数模

型的目的 。所以半参数函数模型由于其自身对客

观实际的极强的解释性 ,一定会在测量数据处理

中发挥重要的作用。

比较式(3)与式(7)可以看出 ,半参数平差函

数模型比间接平差函数模型多了 n 个待定参数 ,

使用最小二乘原理无法得到式(7)的惟一解。半

参数模型的解算有多种方法 ,与经典平差相近的

是补偿最小二乘原理 ,即求解如下条件极值问题:

V
T
PV+α S

T
R S =min

V =B X + S -l
(8)

式中 , R 是一个适当给定的正定(或半正定)矩

阵 ,称为正规化矩阵;二次型  S
T
R S 反映了对向

量S 的某种度量;α是一个给定的纯量因子 ,在极

小化过程中对 V 和 S 起平衡作用 ,称为平滑因

子。初步的研究和模拟计算表明 ,半参数模型确

实能够分离系统误差和偶然误差 ,识别平差函数

模型的系统性偏差 。因此 ,对于半参数模型应给

予足够的重视和充分的研究。
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