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摘　要:针对重力学边值问题 ,从理论上给出了处理连续数据边界条件的随机模型与数学方法。在广义函数

的框架下 , 采用Wiener测度和Wiener积分的有关理论 ,建立了连续观测方程 , 同时给出了误差估计方法 , 并得

出估计误差只与区域方差的总和有关的结论。
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　　迄今为止 ,物理大地测量学边值理论研究对

线性问题的讨论已经很多
[ 1～ 7]

,非线性边值问题

近年来虽然取得了较大的进展
[ 8 , 9]
,但是还没有建

立一套完善 、方便的非线性边值理论 ,而线性边值

理论又是非线性边值理论的基础。基于此种考

虑 ,笔者在某一特定的线性函数空间上考虑重力

学边值问题。

1　连续观测方程的建立

在广义函数意义下 ,考察有界区域 Ψ上的观

测方程:
v0 =u(t)+v (1)

式中 , v0是观测值;v 是观测误差;信号 u(t)去掉

了连续性的要求。

由于拥有大量分布稠密的观测值 , 利用

Wiener测度和Wiener积分的有关知识
[ 10, 11]

,假设

每个点 t 都包含在一个无限小的集中 ,并记为:

μ0(dt)= u(t)dt +μv(dt), t ∈ Ψ;∫d t = Ψ
(2)

式中 , u(t)是要确定的函数;μ0(d t)是观测值;

μv(dt)是用Wiener测度表示的连续噪声;u(t)dt

也是一个相应于 Lebesgue 元素 dt=m(dt)测度:

E{μv(dt)}=0 , E{μv
2
(dt)}=σ

2
0γ(t)m(dt)

(3)

式中 , γ(t)是权函数。式(2)两端同乘以光滑的

检验函数 φ(t),并在集 Ψ上积分得如下定理。

定理　下列等式成立:

∫Ψφ(t)μ0(d t)=∫Ψφ(t)u(t)dt +∫Ψφ(t)μv(d t)
(4)

其中扰动部分 η=∫Ψφ(t)μv(d t)是Wiener积分 ,

有有限方差 ,即

E(η
2
)=σ

2
0∫φ

2
(t)γ(t)dt <+∞ (5)

因此 , φ∈ L
2
γ(Ψ),其中 L

2
γ(Ψ)是带权函数 γ(t)

的Hilbert平方可积函数空间 ,是 L
2
(Ψ)的子空

间
[ 10 , 11]

。

事实上 ,将 Ψ分割为:

Ψ=∪ iΔi ;　Δi ∩ Δj =ô

在不发生混淆的情况下 ,仍然用 Δi 表示子集 Δi

的模 ,如面积 、体积等。

在式(4)中 ,取 φ=
1
Δi
χ(Δi , t),其中 χ(Δi ,

t)表示区域 Δi 的示性函数 ,则得到各个区域上的

表达式为:

1
Δi∫Δ

i

μ0(dt)=U0i =
1
Δi∫Δ

i

u(t)dt +
1
Δi
μv(Δi)=

ui +v
0
i , i =1 ,2 , … ,N (6)
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显然 ,当直径 d(Δi)※0 ,式(6)回到式(4)。

为了简捷 ,不妨取权函数 γ≡1 ,并从任意集

Δi =Δ
0
i 开始 ,分为相等的两部分:

Δ
0
i =Δ

1
i0 ∪ Δ

1
i1 , m(Δ

1
ik)=

1
2
m(Δ

0
i) (7)

相应地 ,定义 v
1
ik =
μv(Δ

1
ik)

Δ
1
ik

(k =0 , 1),注意到 γ≡

1 ,则有:

σ
2
(v

0
i)=

σ
2
0

Δi
, σ

2
(v

1
ik)=

σ
2
0

Δ
1
ik

=2
σ
2
0

Δi
=2σ

2
(v

0
i)

重复以上过程 ,可以得到 Δi 的 2
N
个子集以及相

应的噪声 ,使得:

Δi =∪
2
N-1
k=0 Δ

N
ik , m(Δ

N
ik)=

1

2
Nm(Δ

0
i)

σ
2
(v

N

ik)=2
N
σ
2
(v

0
i)

(8)

如果在每个 Δ
N

ik中选取 t
N

ik ,记

U
N
ik =

1

Δ
N

ik∫ΔNik u(t)dt +v
N

ik (9)

将式(9)两边同乘以 Δ
N

ik和 φ(t
N

ik),这里 φ是任意

光滑函数 ,对所有 i 和 k ,有:

∑
ik

φ(t
N
ik)U

N
ikΔ

N
ik =∑

ik

φ(t
N
ik)∫ΔN

ik

u(t)dt +

∑
ik

φ(t
N

ik)μv(Δ
N

ik) (10)

显然 ,式(8)中 ,当 N※∞, d(Δi)※0时 ,

∑
ik

φ(t
N
ik)∫ΔN

ik

u(t)dt ※∫Ψφ(t)u(t)dt
再由Wiener积分定义得:

∑
ik

φ(t
N

ik)μv(Δ
N

ik)※∫Ψφ(t)μv(dt)
　　当 N ※∞, d(Δi)※0 ,式(10)的右边收敛于

式(4)中相应的项 ,左边亦然。这一结论至少对光

滑函数这个极限是成立的 ,从而对任意检验函数

φ∈ L
2
(Ψ),可以视式(4)为类型如式(8)的离散观

测方程的极限 。这一过程可以通过增加观测值的

数量 ,即令 N※∞, d(Δi)※0来完成 。

2　误差讨论

用广义函数的思路来理解 ,以上讨论是考虑

式(6)向式(4)逼近 。将式(6)改写 ,用 φiΔi 乘第 i

个等式 ,相加得:

∑U0 iφiΔi =∫Ψ[ φiχ(Δi , t)] u(t)dt +∑φiμv(Δi)
(11)

这相当于在式(4)中用检验函数

 φ(t)= ∑
i

φiχ(Δi , t) (12)

代替原来的检验函数得到的结果 。由式(4)知 ,如

果忽略误差 ,将∫Ψφ(t)μ0(dt)理解为 u 在任何

一个检验函数φ上的投影 ,并且由此可以估计 u 。

若要投影“足够大” ,则只要当 u 中和 φ正交的分

量的范数远远小于总范数即可实现。同时由

式(11),若用观测 U0i取代μ0 ,便可获得 u 在 φ方

向上投影的所有相关信息。

具体地说 ,顾及Wiener积分 Ju =∫Ψu(t)dt ,
设 P =∑

1
Δi
χ(Δi , t)(χ(Δi , ＊), ＊)2是在{ φ}

上的投影算子 ,于是有
[ 10 , 11]

:

‖(J -P)u ‖  ‖u ‖ (13)

而

　‖(J -P)u ‖
2
=∑

i∫Δi [ u(t)- u i]
2
dt(14)

若记:

σ
2
Δ
i
[ u] =

1
Δi∫[ u(t)- ui ]

2
dt ≈ u(θi)

+
Ci  u(θi)

Ci =
1
Δi∫(t -θi)(t -θi)

+
dt

θi =
1
Δi∫Δ

i

tdt (15)

也就是 t在 Δi 上服从均匀分布时u(t)的方差 ,则

式(14)可化为:

‖(J -P)u ‖
2
≈∑

i

σ
2
Δ
i
[ u] Δi ≈∫σ

2
Δ
i
[ u] dt

(16)

这就是误差的最终估计式 。可见 ,误差的估值仅

与区域方差的积分有关 。

3　结　语

本文提出的方法能有效地处理重力学边值问

题 ,特别是超定边值问题
[ 12 , 13]

或固定重力边值问

题
[ 8]
。如把边界 Ψ(地球表面)进行正方形分割 ,

其相应的形状因子是 H =Δ 12 ,再根据式(13)即

可得到相应的估计式为:

H ·∫Ψ| u|
2
dt  ∫Ψu

2
dt (17)
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Abstract:This paper tries to develop the theory of advanced GBVPs.It gives a stochastic model for

processing the GBVP with continuous observation data , and establishes the continuous observation

equation.And it can be found out that the error is dependent upon its range variance only.
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