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P o is s o n 重力边值问题
`

操华胜 朱灼文 于锦海

(武汉侧绘科技大学地学侧量工程学院
.

武汉市洛喻路 1 2 9号
,

4 3。。 7 9)

摘 要 提出了 P o i s s o n
重力边值问题

,

即关于扰动位的 P
o is s o n

方程的 S t o k e s
问题和 N e u m a n n

问题
。

作为

导引
,

先研究 P io ss o n
方程的 iD

r ihc let 问题
.

再分别引人一种辅助函数
.

将 S t o kes 问题和 N e u m a

nn 问题改化

为 iD ir hc le t 问题
,

从而立即得到它们的积分解
。

最终解式表现为两部分叠加
:

一部分仅与边界观侧相关
·

另一

部分为对地形测量的响应
,

为研究地形测量对外部重力场和大地水准面的精化提供新的途径
。

关健词 P os
s io n

重力边值问题
;
G

r
ee

n
函数

;

扰动位

分类号 P 2 2 3 ; P 3 1 2
.

1

大地水准面概念作为研究地球形状的基准一

直被人们所接受 t ’ 一 5」,

确定该面的方法以 tS o k e s

理论最为著名且被广泛使用
,

但 tS o k es 理论要求

大地水准面外部没有质量存在的假设不符合地球

的实际情况 6M ol do en
s k y 为避免质量调整提出了

似大地水准面的概念及其理论
,

该理论对确定地

球表面及其外部重力场带来 了优越性
,

但对地表

内部特别是大地水准面的研究显得较为薄弱
。

事

实上
,

M ol do en
s k y 理论对大地水准面的确定能力

并不 比 tS o k es 理论逊色
。

为了寻求一种对地球外部重力场和大地水准

面均有 良好表示能力的方法
,

本文拟仿照 M ol o -

de ns k y 理论中不改变地球质量的做法和 S ot k e s

理论以正常椭球面 (规则形状 ) 为边 界面的习惯
,

依照扰动位在全空间满足 P io s so n
方程和利用物

理大地测量基本边界关系求解 P io s so n 重力边值

问题
,

并给出具体计算公式
。

遵循物理大地测量学传统
,

将地球重力场分

为正常重力场与扰动重力场之和
。

那么
,

扰动位 T

在地球体外正则调和
,

而 在正常椭球体外的地球

内部满足方程
:

△ T - 一 4 兀k P

式中
,

k 为万有引力常数
; P 为地球体密度函数

。

记

乏 为椭球体外部区域
; r
为椭球体外的地球内部

区域
; S

。、

为地球表面
; S 为椭球面

,

如图 l 所示
。

若

选取正常椭球的总质量等于实际地球 的总质量
,

椭球 中心与地球质心重合
,

于是物理大地测量的

重力边值问题的提法实际上应为
:

△ 7
’

( P ) ~ F ( P ) -

O
,

P 任 艺\ r

一 4 ;r k P
,

P 任 r

尸 任 三 ( 1 )

L T (尸 ) }
、

~ f (尸 ) - 一 △g
,

P 任 S ( 2 )

1im ( r异7
’

( P ) ) = 0
,

P ~ >c 二 ( 3 )
尸~

式中
,

△一 子 /山
“ + 孑 /。犷 + 子 / az

Z

是 L a p l a ce 算

子
; L = a / a 六一 ( l / 7 ) ( a y / a h ) 为 S t o k e s

边 界算

子
; 重力异常 △g ~ !g

,

一匆 为边 界 S 上的 已知函

数
; g

p

是大地水准面上的实际重力
; rQ 是正常椭

球面上的正常重力
。

这就是关于扰动位 T 所满足

的 P io s so n
方程 tS o k e s 边界条件的外问题 L了

· `」,

或

简 称 为 P io ss o n 重 力边 值问题 ( 简记为 P
一

S 问

题 )
。

需要指出的是
,

这里的重力值 g
。
不是经过地

球质量调整后的重力
,

而是该点的真实重力
,

这与

传统的 tS ok es 理论是有区别的
。

该值的获取本文

不进行深入研究
,

一个近似而 又简便的方法是对

地球表面的重力观测值 x(̂
、

进行 rP
e y 归算川

:

g
咬,

一 gl
,

+

丁:
’

豁
”

日g / a h 女 a 7 / a h + 4 二k P

且记 g
。
一 g

,

幻、
、

一幻
·

几 为地面点
,

得到
:

△g = g 一 y = g
:、

一 ( a y / a h + 4冗 k P ) h 一 y =

g
`、

一 ( y + ( a y / a h ) h ) 一 4二 k hP

式中
,

h 为正高
。

为了求解上述 P
一

S 边值问题
,

本文采用球近

似的方法
。

此时边界方程 ( 2) 可简化为
:

L T }
、
一 刃丫a r

+ ( 2 /,
一

) T }
、

- 一 △ g (4 )

式 中
. r 为地心的向径

。
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1 P o i s so n
方程的 D i ri ehl e t问题的

求解

为了求解 P
一

S 问题
,

先求解 P in ss
o n
方程的

奥{ 丝
任兀 J 万

一 R
Z

R 1 3
7

’
`,
d s ( 1 5 )

在物理大地 测 量中广泛 应 用 的是 另 一种

P o i s s o n
方程的 D i r ie h l e t 问题

,

即 P
一

D
’

问题
:

乙T (尸 ) 一 F (尸 )
,

尸 任 乞 ( 1 )

,I
’

( P ) }
、

= ,I
’
。
( P )

,

P e s ( 5 )

l im ( r异7
’

) = 0
,

P ~ co ( 3 )
P一

、

叼

这类问题与 P
一

D 问题的区别是 T 在无穷远处所

满足的正则性条件不同级
,

前者为 O ( l /浮 )
,

而

后 者为 。 ( l /
r 。 )

。

设
r 。 > 勺

,

根据正则条件的要

求
,

P
一

D 问题中的格林函数 G 在无穷远处 应满

足
:

、声、产、夕111气Jōb了̀、了.、了.、

D ir ic hl et 条件的边值问题 ( 简称 P
一

D 问题 )
:

△7
’

( P ) = F ( P )
,

P 任 乏

7
’

( P ) }
、

= 7
’
。
( P )

,

P 〔 S

l im 7
,

(尸 ) = 0
,

P一
`
u

尸 ~ co

由数学物理方程理论
,

将格林函数 G 和扰动位 T

代人外部格林第二公式 5j[
:

{
: `了

,

` , 一 G“ ” d“ -

「
_ , 、

汉多
, 、

刃
’ 、 ,

_

一 } ( T 井 一 G 三乞 ) d s ( 7)
J
、 、 一

肠: 一 肠 : ’

一

这里
,

格林函数 G 满足
:

△G = 4兀占 ( 8 )

G }
、

= 0 ( 9 )

1im G = 0 ( 10 )
P ~

、
丫

式中活 为 D i r a e 函数
,

因此
,

, , , ,

~
、

1 「
, 、 ` , , , ,

, I f
, , ,

仪多
, 。 二

、

7
’

( P ) =
-

兰 I G △了
’

d艺 一 二 l ,1
’

畏二 d s ( 1 1 )
4 7r

J
: 一一

-

一 4兀 J
、 一

肠
,

一
“

“
/

在球边界条件下
,

有
:

G = R / (
r o l l

) 一 l / l ( 12 )

式中各符号如 图 2 所示
,

且 lr, rP
t
一尸

·

R 是球 S

的半径
; l一 ( r异+

r妒一 rZ l,r 试。妇
’ ` 2 ;八一 (介: + 匆

“

一 Zr r , r Q c o s必) “
2 。

或
r ,

·

l ,
= ( r ,

、
, r Q“ + R `

一

Z r p r QR ’ e o s必)
’ `2 。

将 l
、 r o l :

代人式 ( 1 2 )
,

不难得
:

1im G = 0

P~
、
心

( 16 )

从而
,

l im ( r z
,

G ) = R / r Q 一 1 ( 1 7 )
P ~

`气

1im ( r升G ) ~ 一 , ( l 一 R 3

/ r乙) e o s沪 ( 1 8 )
P一

`

丫

此时
,

对应于边值问题 P
一

D
’

格林函数 G
’

的表达

式为
:

。 一 G 一 生 h m (r 声 ) 一 宾
r P P~

、

r 卜

li m ( r

沁 ) =
尸一

仁、

勺一
,

朴R

r 尸 1 1

相应地
,

}
1 R

r p r Q 一
+

l 一 R 3

r
乙

c o s沪 ( 19 )

招 一 弓
R 1 3

+
奈1 ( r P

3
_ ,

+ 舟 c o s 沪
r 二

( 2 0 )

仿照问题 P
一

D 的解的推导方法
,

得到边值问题 P
-

D
’

的解为
:

些全二典共婆竺业 + 生二华型
火r P ` l 少

一
t

- 7’’ 一 土 f
4冗 J :

(典 一

r l
》 ` l

R

r z
,

r Q

R
3

林喝
e o s必十

1一l一一
韶一aro

尸

!
1一扭

( 1 3 )

K = (厌多/ a , ) }
、

= ( R
Z
一 r }

,

) / R 13
( 14 )

l /
r 。

+ (勺 r/
。
) c o s沪) F d 刃 +

(些二卫兰
尺I

J

1 3
, 、 , , , , 。

一 不 一 不
c o s 明 ’ 丈 `, Q。 ( 2 1 )

而 当勺 ) rI, 时
,

G
`

= R /
r ,

,

l :
一 l / l 一 ( l / r Q ) ( R / r 。

一 l ) +

( rP r/ 舀) (l 一 R 3

/川
,

)c 。 s沪

综合式 ( 1 9 )
、

( 2 2 )
,

应有
:

( 2 2 )

G
`

一

合
一

令
一

森 共 co ,沪 +

r 户r Q

( 2 3 )

图 l 质体
r
与曲面 S

、

凡
、

图 2 空间两点间距离

的关系 F i g
·

2 1) i s t a n c e l交 t w e e n

F ig
.

1 R
e
l
a t io n

玫 t w e e n S p a t ia l t w o l
〕 o i n t s

M a s s

oB d y r a n
d C u r v e S

,

S
、

因此
,

边值问题 P
一

D 的解可以写成
:

1 r/ 。 + (r Q r/ 萝
、

) c o s

沪
,

lr, ) 气

l /勺 + (r l,/怕 ) c o s

必
,

.lr 簇 气

2 P io s s o n 重力边值问题的求解

l 「 R
I - — l 丈一

~

一二

4 汀 J 三 r 尸 l -
牛

) F d三 +

乙

对 P
一

S 边值问题
,

引入函数
:

中 = ( 1 /
, ) 〔( a / a r ) ( r Z ,I

’

)〕 ( 2 4 )

则边值问题 P
一

S 可转移成 sLJ
:
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o P i, 。 n

重力边值问题

“
。 ` , , , .

l a
, 。 ` , , , 、

。 一 ,

。 脚 = 乙。 I 一 甲丁 弓了气r 一 。 1 少
,

f 七 舀 吸Z 匕 )
r ( 7 T

巾 }
、

- 一 R △g
,

尸 任 S

il m ( r熟巾 ) ~ O
,

尸 ~ co

这是一个关于函数 必 的 P
一

D 问题
。

问题的解由 ( 2 1) 式给出
:

( 2 6 )

( 2 7 )

由上节
,

上述

二 1 「
, 、 二 ,

_ , , 』

l a
。 , , 、 、

一
巾 一 壳 } G

’

(2 F + 二 矛 (尸 F ) )d 艺 +
4司 二一 、

~
’ r

ar
、 ’ ` 产

了一 ~
’

1 「一
,

_ .

获J
、八

一

气式邹
, a 。 ( Z吕 )

先将该式中第一积分式的第二项化简
。

由于 d艺 -

r 勺dr 口 ,

d口 为单位球球面面元
,

运用分步积分
:

丁夕
·

令瓢
2 ; ) d : 一

加
·

影
: 2 ; )ddr

口 -

丁
,

〔一 G
·

F
r

立
一

丁
r

一 ;

暴
(、

·

)d · 〕d ·

由于在
r 一 R 或

r 一 co 时 G
.

为零
,

而 尸 F 有界
,

因

此第一项等于零
,

即

丁
1

妙 —
壑喜户d :

一 {
F (G’ + ;

擎
)d :

`不厂 J 二 O r

1 「 。 , , .

0
.

1 「 。
, , 、 ` 、 : 。

7
’

一 吞」
: S

·

F d王 + 在」
、
S

· `R △g ’ d s ` “ 4 ’

这里 S
r

= S
r

( r 。 , r 。 ,

必
,

R ) ; S
。
= S

。
( r 。 ,

沪
,

R )
。

另

外
,

将格林公式 ( 7) 的右端稍加改变
,

得
:

, , , ,

。
、

l 「二
` , , , .

0 1 「
, , , , ,

只
T `尸 ’ 一 衣」夕

△
7’d 艺 一 衣J

、 `7
’

.GI -

产
, , , , 、 . 0 1 「六

, , .
, l 「 ,

二
。

, _ _ 、

G L 7
’

) d s = 之 } G F d 艺 一 壳 } G翰d s ( 3 5 )
4 成 J 二一

-

一 4 井 J s 一

~ 一

格林函数己满足荡 }、 一 o
,

将式 ( 3 5) 与式 ( 3 4) 比

较
,

不难得到
:

口 = S
: ,

C I
、

= 一 尺S
。

( 3 6 )

我们称 己为对应于 P io ss o n
重力边值问题的格林

函数
。

如果将式 ( l) 代入
,

进一步得到
:

.

f 。
.

R r
_

.
_

7
’

= 一 k } S
r

冈
r + 笼 } S

。△g d s ( 3 7 )
J

r ’ ` ’

4划
、 一 “ 一 0 一

这就是物理大地测量学中 P in s so n
重力边值问题

的表达式
。

由此可见
,

地球外部的扰动位为两部分

的叠加
,

其中一部分与 S 面上的观测值 △g 相关
,

另一部分是对区域
r (对应于地形 ) 中的质量分布

的响应
。

( 2 9 )

2sR一似

将式 ( 2 9) 代人式 ( 28 )
,

得
:

1 1 「
, 、 一

韶
· 、 , 、 .

_

中 一 畏 } ( G
’

一 r 共升 ) F d二 十
4司 : “ 一

`

ar
, · - 一

4

l 「厌夕
’ _

二 、 ,

_

资 ! 共一 ( R △g ) d s ( 3 0 )
4沉 J

、

ar
、

“ 一。 ,

一

对 比式 ( 2 4 )
,

将上式两边乘
r 。

然后对
r 。

积分且

交换积分顺序
,

并顾及正则性条件式 ( 3 )
,

则有
:

关于函数 S
: 、

S
。

的表达式

为了求得 S
r 、

S
。 ,

先求格林函数 G
“

的导数
:

r Q 一 r ,
·

e o s沪 R r 。 ( r 。勺 一 R Z e o s必)

1 3
(

r z
,

l 一) 3

c o s必+ c o s

必 ( 3 8 )
l一
,

仆
+

.一幼ùZQ
、J一杭,
、一ré气一立2

.J̀一P尸C一一记r

翻
,

一

粼
:

[丁
孙

(
。

一警 )dr
·

」P’d
“ +

r P

表J
、 〔
丁
二
警

`二〕`“翰 ’ ` S

进一步得
:

r p

(
G

`

一 , 改 ;
’

) 3 { rP R 孙
节了 , 一 }一 : 丁 { 一不 ,

一 尸厂 十
。 r Q , 乙 \ r p ` 一 t

1 一 丛 一

黑r Q r p r Q
-

c o s沪 +
R

r 。
(林喝 一 R J

)

2 ( r p l一 ) 3

两边除 浮
,

得
:

r ,
,

( r
舀一

r

}
、

) ) / ( 21
3 )

对上式作不定积分
:

「 {
, 、

次夕
`

)
.

3R

J
厂 p

(。 一 r Q 百石 )
“ r p

一 可
气r p ` , ’ 一

( 3 9 )

7
,

一

粼
: 〔
封

。 ( G

一警
,` lr, 〕F’d 。

+

,

仆一l
r r

鑫丁
、

〔
森{
一
警

`一〕`“ 翰 ’ d s
( 3 1 )

l 一 丛 {
; I

、

+ 军cos ,
.

r Q l r口

几勺 一 R e o s沪 + r户 l

, 尸

。 1 「
, , _

议夕
. 、 .

O
:

= , 1 r l
,

又b 一 r ee 二二es ) d r z
】

( 3 2 )
r 了

,

J O r

, P

s
。
一

森丁
二
警

,
,

~ ·
d二 ` 3 3 ,

r 户 r Q

rP~ co 时
.

ln在

1im ! n

P~
、 、

,

孙殉 一 R Z c o s沪十 lr, l 、

r p

勺

弓
,

R

( r z
,

11 )

( 4 0 )

In Z

则 P
一

S 问题的解可写为
:

.

犯 厂3 R
, , 、 r }

,

R
1 l
m l

闷 , r 、 r l
,

` 一 ) 一 尸甲 r 一
p ~

、
、

·

` r o r p ` l

ZR r p 4 R 3

丫二尸 c o s 沪
, Q

妙
,

`朴 一 ir/
` ’
一

r “ c os 必

将积分上限
r 。 和下限oo 代人式 ( 40 ) 中

,

经化简与
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l一r

一一
式 ( 2 3) 比较得

:

。 3 R3

Or

= {二二万C () s 尹I n

r 卜矛刀

r ,
,

r Q 一 R
Z e ( ) s价+ r ,

,

l :

Zr z
、

r Q
+

!`
飞
。 l

、

l a ( r
·
2△了

’

)
r a r

a ( r Z
F )

a r

R 占g
,

! im 巾 = O
.I ~

· 、

粤热( lrP
,
) 一典 一

竺
+
嘿 co s , 一

r卜勺
. r l咭 1 r l, r Q r卜厂 Q

这仍然是一个关于 巾 的 p ( ) i s s o n 一

D i r i e h l e t 问题
。

由式 ( l ” 得
:

1l/ + 1 r/ 。 一 (佃 /
r异c) 0 5必

这就是 rP ) 匆 时 S
r

的表达式
。

一般地
,

( 4 1 )
巾 _ 土 {

4冗 J 艺

.

】 a
.
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一
行 一 二 (户户 ) d 二

r d r

+

袭{
、 ” g

誉
d s
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r

一
黑

e o s ,一n

r 补 r o

rP勺 一 R
Zc o s必+ r碑
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Zr z
,

r Q
+

( 4 9 )

黑
(以

1
) 一典 一

竺
十

嘿
c(
砷 -

r 卜r Q r 产 1 lr .r Q 芍 ,r 心

顾及式 ( 29 )
,

有
:

1 「
. , _

.

改夕
、 .

, R f
、

改了
. 。

甲 ~ 一 ; t l 户 吸(
,

十 r Q 三二, ) d 二 十 ;二 1 0 9 5下 d 占

任兀 J 乏 口厂 Q 任孔 J N 口 , Q

l / r ,
,

+ ( r Q / r于
、

) e o s沪
. r ` ,

) r Q

l /勺 十 (r
p

/
r
矿 ) c o s沪

.

.rl 簇 r Q

由函数 中 的定义式得
:

、 4 乙 )+
l一l

了
’

一 ,I
’

( r l
,

) 一 ,I
’

(加 ) =

此外
,

关于函数 S
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由 ( 3 8 )式

土 {「r’’’ 与 〔、 +

4 7r J : L J
、
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r l
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R “
一 林
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+
牛I { r l

.

+ 宾
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二

头)
`一〕
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作不定积分
:
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`

二
Zr 子 31
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书= 1
.
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d r ,、
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ar
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’

{II R

3e o s必In ( ( r 。
一 R e o s 甲 + l ) /
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,

) + r ,
,

/ R ( 4 3 )

上式当
r ,

,

~ oo 时等于 s e o s 沪一 3 e ( ) s必In 2
.

将式 ( 4 3 )

代人积分上
、

下限
,

顾及式 ( 33 )得
:

S
。
一 ( 1/ R “ ) ( (2 R l/ ) 一 ( 3 R I/ 叮

,

) 一 ( 3 R “
/弓

,

)
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显然
,

S
。
一 S ( ,’l,

,

沪)/ R :
( 4 5)

这里 S ( rI,
,

妇是物理大地测量学中的广义 tS ( ) k e ,

函数
。

通过式 ( 3 6) 与式 ( 4 5 )
,

有关系式
:

S
·

}
,。 *

= 一 S (
, ,一沪) / R ( 4 6 )

将式 ( 4 2 )
、

( 4 4 )或式 ( 4 5 )代人式 ( 3 7 )
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P ( ) 15 , (〕 n 重

力边值问题的解最终表达为
:
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4 P o i s s o n 方程 N e u
m

a n n 问题的解

得到 P ( )15 5 ( ) n 一

N e u m a n n 问题的解
:
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这 坐 H ( I’.I
.

妇是物理大地测 最中常 见的 (H i)t ne

函数
。

类似地
,

可以求得在正则条件 ( 3) 下的 (P ) i、
-

” ` , n 一
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随着卫 星技 术的 飞 速 发展
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R i) 、 。 n
方 程

N e u m o n n
边 界条件下的重力扰 动边值问题 的应

用越来越广泛
。

为应用方便
,

一并给出它的解
。

P
-

N 问题

△了
’

( P ) = 矛
’

( P )
.

P 任 三 ( l )

(刃
’

/肠 , ) }
、

= 一 分
,

I )

任 S ( 4 8 )

l im 了
’

( P ) = 0
,

, ~
· ’

P ~ 二 ( 6 )

在球近似下 a / a,
, ~ a/ ar

,

重力扰动 彻一幻
,

一 .yl
;

引入辅助函数 巾一 .l( a了
’

/ a,. )
。

类似 P
一

S问题的处理可得到
:

S I’ I = S
, ,

+ l /
, ,

,

+ 3尺八 2 ,
·

下
.

) e ( ) s

沪 ( 5 8 )

记空 间 重 力异常 为 △小
.

地 面空 间重 力异常为

仰
.

、 , 。

按物理大地测量
:

△小一 拓
、

一 y 一 ( ar̂ /all l)t (5 9)

△ g
, ,

= g
。,

一 y 一 ( a y /孙 ) H
“

( 6 0 )



第 1 期 操华胜等
:

Pi o, o n
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上式中
.

蜀
、

是地面实侧重力值
; y 是正常椭球面上

的正常重力
。h 为正高

; H
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为正常高
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若近似地
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则
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