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重力场的内蕴特性
`

王东明 朱灼文
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,

北京市海淀区
.
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摘 要 根据从微分几何引人的重力场的 5 参量以及重力场的度量和联络系数
,

研究了力线
、

等位面
、

经线
、

纬线
、

子午线
、

平行圈的特性
,

并以 5 个定理的形式给出
。

关锐词 重力场学
;
内蕴

; 5 参量
;

第一基本形式
;

联络系数

分类号 P 3 1 2
·

1 ; P 2 2 3

传统的地球重力学经 历 了 S t o k e s L’ 」
,

M
o lo

-

d e n s k y [ , ]
,

B je r h a m m a r [习三个发展阶段
,

但都遵循

着同样一种模式
,

即大地测量边值问题模式
。

这种

模式的解仅仅是在分 布意义下对重力场进行 赋

值
。

赋值模式的重力场在一定的精度和分辨率的

范围内描述了重力场的数值精细特性
,

对大地测

量学本身及其诸如空间科学技术等方面的工程应

用十分重要
,

以致一直成为大地测量学追求的目

标
。

但是传统的理论存在许多不足
,

并且作为一门

研究地球重 力场的科学
,

似乎并没有揭示重 力场

的本质特性
,

这是 由于赋值模式 只给出重力场的

数值一
一
重力

。

重力是一种最直观
、

粗放的量
.

即

使给出一种完全精确
、

无限稠密
、

全面分布的重力

场模型
,

也不能认为对重力场 的内在细致结构和

性质就有了彻底的认识
。

再则
,

近年来大地测量技

术飞速发展
,

卫星激光测距
、

现代绝对重力测量及

指 日可待的卫星重力梯度测量
、

机载重 力梯度测

量等卜
5」新型数据从不 同层次蕴含着场源物质的

信息
。

怎样利用这些 已出现或即将出现的资料来

研究重力场
,

揭示重力场的精细结构
,

也是迫切需

要解决的问题
。

要使地球重力学真正成为研究地

球重力场的科学
,

重力学只有演变成重力场学"LJ
。

重力场学是研究重力场内在性质的科学
。

只有充

分知道场的内蕴结构
、

内蕴特性
,

才望重力学在探

索场源物质结构上发挥实质作用
,

对传统的场赋

值模式
、

场的精化研究进行加强和完善
,

并为重力

学的发展找到新的生长点
。

依据上述观点
,

本文利用微分几何和内蕴的

理论
,

研究了重力场的一些内在特性
,

得出了一些

非常有意义的结果
。

1 基本向 t 场与 5 参量

本文约定张量指标 用
r 、 、 、

t
、

q 表 示
,

标架指

标用
“ 、

b
、 `

、

、

d 表示
,

取值范围都是 l 一 3
,

并采用

E i n s t e i n
求和约定

首先定义重力场中相互正交的单位标架场川

X
:
X 平行于地球 自转轴

,

朝北 为正
; X 平行于 由

一古 3 1

X 和格林尼治天顶方向所决定的平面
,

朝地球外

为正
,

答与不
、

答构成右手系
。

不是一个平行标架

场
。

定义重力场中另一右手单位正交标架场又为局

部天文标架
: 久指向天顶方向并与等位面垂直

,

朝

地球外为正
; 又落在等位面上并与又和X 构成的平

2 3 3

面平行
,

朝北 为正
,

称之 为子午方向
;又也落在等

位面 内
,

和又
、

又构 成右手 系
,

朝东为正
,

称之 为平
2 3

行圈方向
。

又不是一个平行 向量场
。

几与 X
、

X 所构

成平面的夹角称之为纬度 中
,

朝北 为正
; 又与X

、

X

所构成平面的夹角称为经度 A
,

朝东为正
。

等位面

上一条曲线如果在每一点的切 向都在子午方向
,

就称之为子午线
; 如果切向都在平行圈方向

,

就称

之为平行圈
。

从定义看 出
,

子午线
、

平行圈并不一

定是具有相同的经度
、

纬度的点的轨迹
。

等位面上

具有相同经度
、

纬度点的轨迹称为经线
、

纬线
。

设 W 是地球重力位
。

选取 自然坐标系 了 -

( A
.

中
,

W )
。

空间中任一点的位置可表示成 了 的

函数 R 一 R ( A
,

中
,

w )
,

在此坐 标系 下 自然协 变

基 L, Jv
,

为 a尺 / a y
, ,

逆变基 L, J V
’

为 g r a d少
’ ,

它们满

足 V
’

V
,

= 6二
,

其中瑟 为 K r o n e e k e r
记号

。
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标架几的逆变分量刃 和协变分量入

几 = 又
’

V
,

= 又
,

V
’ ,

又
’

几
,

“ 古 ; J ; I 石

满足
:

一 6
“ 。

( l )

其中找
:卉

也为 K r ( 》 n e e k e r
记号

。

从X
、

几的定义有
:

八

几一 A X
“ 马省 八

( 2 )

其中
,

儿

( A ) -

一 5 i n A

一 is n 中 e o s A

e ( ) s
中 e o s

A

e ( ) s A

一 s
i n 中

s
i n A

e o s 中 s i n A

0

e o s 中

s i n 中

石

凡 A 一 戈
`者 儿

( 3 )

在逆 变基下通过分解 入一 A 戈
,

求其协变导数7tj
,

“ . , 石

注意到X 平行 向量场
,

即有X,
,

一 。
,

得
:

以
, s i n 巾 一 又

,￡ 0 5巾 ) A
、

2 3

务
、

一

令
、

冬卜 {
一 灿”

·

f,+ 叫 卜
` ,

e o s必 A
、

几
,

.

+ 巾
、

几
,

】 2

从式 ( 7) 看出
,

左边是重力场等位面和力线的几何

量
,

右边是重力场的物理量
.

它们之间建立了对应

关系
,

称等式左边的 5 个量为重力场的 5 参量
L
刘

,

它们描述 了局部重力场的性质
,

同时也暗示了重

力场的几何与其物理的密切关系
。

如果把式 ( 7 )加

上如下的 B r u n s

公式
:

W
3 3

= g ( X I
+ X :

) + 20 2
一 4 7t

j 尸 ( 8 )

其中
, 。 为地球 自转角速度

; f 为万有引力常数
; 户

是研究点的物质密度
,

那么 ( 7 )
、

( 8) 两式的意义转

变为 5 参量与重力梯度张量的基本关系式
。

因此

只要重力梯度张量能直接测量求得
,

5 参量就可

直接求得
; 反之亦然

。

关于局部天文标架又的二阶协变导数
、

散度
、

旋度
、

A
、

中
、

g 的二阶协变导数
、

I
J

aP lac ian 及它们

的可积条件等的计算请参阅文献 [ 8 ~ 1叼
。

随着地面重力梯度测量
、

机载重力梯度测量

以 及卫星重力梯度测量的出现和投人使用
,

重力

梯度张量就变成直接测量的量
。

下面论述如何利

用这些数据揭示重力场
。

2 重力场的度量
、

联络系数和内蕴

量

内蕴通常指内蕴量
、

内蕴性质
、

内蕴结构
,

是

指仅由流形度量本身所决定的量
、

性质
、

结构
,

是

流形的本质特性
。

重力场可看成三维的被二维等

位面所分层的 iR e m a n n 流形
,

引入内蕴到重力场

是很自然的
。

要研究重力场的内蕴
,

必须对重 力场

不附加任何假定
,

这就需要内蕴坐标 "L,
`

,」
。

可以证

明 自然坐标系 ( A
.

中
,

W )就是 内蕴坐标系
。

在此坐

标系下的度量张量 g 和联络系数 r 二为
:

一 又
,

又

二一 厂
,

/ 2 ( a称 /如
`

+ 即
,

/句
`

一 a g
、 ,

/ a丫 )

( 9 )

沁尸

其中
,

A
, 、

中
,

是 A
、

中 的协变导数 ( 即梯度 )
。

地球重力位 W 的一阶和二阶协变导数为
:

W
,

= 一 g 久
,

( 5 )

W
, 、

= 一 g {又
, 、

+ ( i n g )
,

又
,

) ( 6 )

其中
.

9 为重力值
。

设又三个方向的弧长元素分别

为 tlP
、

,l, n 、

,l,
, ,

现考虑等位面上沿子午方向又的一

条测地线
,

则子午方向的 测地挠率
r 和 法 曲率

x
: L; 」就是这条测地线的挠率和主曲率

。

同理
,

等位

面上沿平行圈又方向的测地线的测地挠率
r `

和法
l

曲率 X
.

就是这条测地线的挠率和主曲率
。

可证明

平行 圈的测地挠率与子午线的测地挠率数值相

同
.

但差 一个负号
,

这说明它们的挠 曲程度是一样

的
.

只是挠曲的方向相反
。

由此可得出如下公式
:

卜 一
c

()s 中` a 八a/ p ’

一
“ 一 `

w
价

卞卞-

一 g
一 ’

W
日

:
一 神 /动

,I 一 一 厂
`
w 刃 刃 - 一 g 一 ’

w

r 一
`

义 , / a P -

一 g ’

W

y l

垒 a i n g / a P

e ( ) s必 ( a A / a ) , z ) =

。 刃 刃 - 一 月
一 【

W比

{ 止

( 7 )

= e ( ) s中 ( a A /a 一I ) 一

一 g 一 I

w
, 、

刃 矛 一 一 g 一 吸

W
I

、

;

l
、

弓

y :

垒 a l n 对 / a , , ,
= 日中 / a , ,

一

一 g t

w
, 、

刃 才 一 一 g 1

w
:

.

;

止 于

其 中的 W
, . 、

W
: : 、

w
、: 、

W
. ; 、

W
:

、

、

以 及后面将出现的

W
义 ;

是重 力位 W 的二阶张量 (式 ( 6 ” 在局部 天文

标架表示下的分最
,

垒是
..

定义为
”

的意思
。

在 葵3

将看到 y ! 、

y :

是力线在平行圈
、

子午方向的曲率
。

式 中
,

厂
”

是 9
1、

的逆 ; 片
、

厂二的具体表达式 见文献

[ 8 ~ 10 〕
。

重 力场的第一 基本形式川 即度量 d厂

为
:

d s Z
= g

, 、

d夕
’

d夕
`

( 1〔) )

重力场的第一基本形式刻画了重力场的内在

属性
,

也就是说即使把重力场嵌 入到任何更高维

的空间
,

也无需 离开重力场就可以研究它的内蕴

特性
。

就拿重力场中的某一等位面来说
,

一旦它的

第一 基本形式给定
,

无需借助它相邻的等位面就

可以把此等位面的特性求出来
。

重力场的联络系

数 以 及刻 画重力 场空 间 弯曲特性 的 iR en
l a n n -
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C h ri s to fe l 张量 v[] 是内蕴量
。

下面求出另一些基本

的内蕴量
。

把由式 ( 1 0) 求得的重力场的度量限制到某一

等位面上
,

有
:

d s Z = g
`

户夕
`

d丫
,

i
,

j ~ 1
,

2 ( 1 1 )

经线
、

纬线的弧长 S : 、

S
,

为
:

S
一丁

d W
g

( 2 3 )

( 2 4 )

s : 一

J孺
d A

s , 一

丁疏
d ,

( 1 2 )

( 1 3 )

沿力线方向经度
、

纬度的变化量 合八
、

△必 为
:

r w : y
、

△人 一 l 一二止二 d w
一

`

J
。 ,

: g e o s 巾一
r w : y

, . _ _ _

△中 一 l
一

址d w
J w 一 g

其它内蕴量及其性质将另文讨论
。

3 重力场的性质
等位面上任一曲线少一夕( t) 的弧长 S 为

:

s 一

丁(
“ ,

祭祭)
“ 2` 亡 “ ` ,

式中
,

t 是曲线的参数
。

同理
,

对任一空间曲线了

~ 了 (t ) 的弧长 S 为
:

利用 F er n et 公式
,

力线的曲率向量方程为
:

几。 刃 = X
o

N = e o s巾 ( a A /肠 : ) 凡 +
3 3 1

a中 凡/肠: ~ y , 又,

+ y :

凡
2 1 2

( 2 5 )

s 一

J(
` 。

餐餐)
“ ’

a ,

( 15 )

等天顶线的弧长 S
:

为
:

s : 一

J孺
d w “ 6 ,

等位面的面积 A 为
:

, 一 汗d e t ( g
, ,

) d* , 一 }丁`髻宾d* , ( 1 7 )

山
一

司 J、 一

式中
,

K 为等位面的高斯曲率
。

设经线与纬线的

夹角为 8。
,

经线与等天顶线的夹角为 6,z
,

纬线与

等天顶线的夹角为 氏
: ,

则
:

e o s

气 = 一 ( X
l

+ X
:

) r / [ ( X芍+ r Z
) ( X; + r Z

) j
’ ` 2

( 1 8 )

e o s
s二 = [ X

Z
( Z

Z y :
一 r y : ) 一 r ( X

l y : 一 r y ,
) j /

〔(那 + r “ ) 〔K
“

+ (筋 y ;
一 r y : )

“
+

( Z
l y :
一 r y ,

)
2

〕 }”
,

( 1 9 )

e o s s
」 z = [ X

,
( X

、 y :
一 r y :

) 一 r ( X Zy l
一 r y Z ) j /

( (沪 + X于) 〔K
Z
十 ( X

Z y :
一 r y Z

) “ +

( Z
, 7 :
一 r y l

)
2

〕 }
’ / ,

( 2 0 )

从式 ( 1 8 ) ~ ( 2 0 ) 看出
,

夹角 夕
: , 、

612
、

8
, :

与重

力值 g 无关
,

仅由重力场的 5 参量所决定
。 r 一 0

时经线
、

纬线正 交
,

但它们和等天顶线不一定正

交
。

一个等位面所包容的体积 V 可表示为
:

v 一 盯d e t ( ;
。

) d、 , w 一 盯毕票d* , d w

孟习
.

J该」 g J、 -

( 2 1 )

两等位面间的体积 V 为
:

v 一

广
;

广丁留
d“ A d w

( 2 2 )

式中
,

W
I 、

W
:
为两等位面的位势值

。

两等位面间

力线的长度 S
;

为
:

式中
,

X
。

是力线的主曲率
;
N 是力线的主法向

。

由

此看出
,

y , 、

y :

是力线在平行圈
、

子午方向的曲率
,

于是
,

义
。

= ( y f + y圣)
’ `2

( 2 6 )

主法向 N 是等位面上方位角为
a cr t a

n( y ,

r/
:

) 的

向量
,

它刚好是 i n g 的曲面梯度方向
,

而副法 向则

是沿 i n g 为常数的曲面方向
。

令
“ 一 ar ct an y(

,

/ y Z
)

,

则 主法向量 为舫 in 。 +
1

七os a ,

副法向量为一七 os a + 七 in a 。

令
r 。

是力线的
2 1 2

挠率
,

由 rF en et 第三公式得
:

( 一 几
r e o s a + 几

r s i n a ) 2 孟
,

~
1 2 3

一 r 。
(又

,s i n a + 又
, e o s a )

’

( 2 7 )
1 2

利用式 ( 4) 解得
r 。

为
:

r 。
一 is n 巾 ( a八 / ;a : 一 aa /西日 -

y , t a n中 一 己Z /肠: ( 2 8 )

从式 ( 26 )
、

( 28 )看 出
,

一 般情 况下力线既不是直

线
,

也不是平面曲线
。

当力线是直线时
,

苏
、

一 0 推

出 y ,
~ y :

~ o
,

由式 ( 7) 推知沿力线方向 A
、

巾 皆为

常数
,

即等天顶方向
;
当力线是平 面曲线时

, r (、

-

O
,

此时方位角
a
为常数

,

于是 aa /肠 ,一 。
,

推得 乙

一 0, 说明 i n g 在平行圈方向无变化
,

沿力线方向

A 为常数
,

力线落在等经度面内
。

定理 1 重力场 的力线一般既不是平面曲

线
,

也不是直线
。

当力线是平面曲线时
,

它落在等

经度面内
;
当力线是直线时

,

它是等天顶线
。

对等位面上方位角为
口 的方向的曲线

,

可求

得它的法曲率
、

测地挠率
、

测地曲率如下
:

入
、

(又
,

感i n a + 又
r c o s a ) (刃 s i n a + 又

r e o s a ) ~
3 1 2 1 2

Z
一s i n Z a

+ Z r s i n ac o s a
+ X: e o s Z a ( 2 9 )

凡 (又
r e o s a 一 刃 s i n a ) (又

` s i n a + 矛e o s a ) =
3 1 2 1 2



第 1期 王东明等
:

重力场的内盆特性

( X-一 2 2 )si na cosa +r( e osZa一 si nZa ( )30 )

当方位角满足

ta nZa ~ Z r/( X:一 X: ( )3 1)

时
,

它是一平面曲线
。

一 (凡s i n a
+ 风

r e o s a )
,

(几
r e o s a 一 久

, s i n a )
·

1 2 1 2

u 。

与等 天 顶方 向重合的单位 向量可 表示 为

少`
n as `n

叶少
o s as `n U

+ 于
o s U , a

为此向量的方位

角
,

则有
:

Z
l s i n as i n u + cr o s as i n u + y 一e o s 口 =

Z Z e o s as i n 。 十 sr in as i n u + y Z e o s u =

求解得
:

( 4 0 )

(矛s in a + 刃e o s a ) 一 ( X
l s i n a + 代 o s a ) t a n 中 一

l 2

加 / as = s i n 必 ( a A / as 一 a a / as ) ( 3 2 )

其中 d ,
为方位角

a
方向上的弧长元素

。

如果此方

向为测地线方向
,

则
:

加 / .v8 = s i n必 ( S A /衡 ) ( 3 3 )

当
a 一 9 00 时是平行圈方向

,

它的测地曲率
口 :

为
:

a l
~ X

l t a n 巾 ( 3 4 )

当
a ~ o0 时是子午线方向

,

它的测地曲率
。 :

为
:

d Z = rt a n 中 ( 3 5 )

于是子午线
、

平行圈的曲率 x,n
、

X户分别为
:

森 = ( X姜+
r Z t a n Z巾 )

’ /2 ( 3 6 )

Z户 = ( X { + Z芍t a n Z
中 )“

2
= Z

, s e e中 ( 3 7 )

分两种情形考虑
。

第一种为当
r护 。 时

,

从式 ( 3 0)

看出
a = 0

0 、

9 0
0

时
,

式 ( 2 7 )非零
,

这说明子午线
、

平

行圈是非平面曲线
;
由式 ( 3 4 )

、

( 3 5) 得出
,

除 巾~ 0

(即赤道 )外
,

子午线
、

平行圈非测地线方向
;
第二

种为当
r 一 o 时

,

从式 ( 3 0) 看出子午线
、

平行圈是

平面曲线
,

由式 ( 3 5) 得出子午线是测地线
,

而平行

圈除赤道外一定不是测地线
,

因 。 1
一 o 推得 X

,
-

0, 由式 ( 3 7) 得出 X户一 0, 说明平行圈是一条直线
,

这不可能
。

我们给出如下定理
。

定理 2 当
r 笋 O 时

,

子午线既不是平面曲线

也非测地线
,

但在赤道上是测地线方向
;
当

r 一 。

时子午线既是平面曲线又是测地线
。

定理 3 除赤道外
,

平行圈不是测地线
。

当
r 护 o 时平行圈不是平面曲线

,

当
r 一 0 时它是平

面曲线
。

设升ian + 少os “
是曲面单位向量

,

在这方向

上 A 为常数
,

和 式
.

缩并后得
:

0 = X
l s i n a + cr o s a ( 3 8 )

即在方位角
a ~ ar ct an (一 r

x/
1 )方 向上 A 是常数

,

同理和 公 缩并后得
:

0 = sr i n a + Z
: e o s a ( 3 9 )

即在方位角
a 一 ar ct an ( 一 X

Z

/ r) 方向上 中 是常数
。

定理 4 r 尹 o 时
,

经线和子午线
、

纬线和平行

圈不重合
,

它们的夹角分别为 ar ct an ( 一 r
x/

.
)

、

a cr at n ( 一 r / x
Z
) ; r 一 o 时

,

经线和子午线
、

纬线和

平行圈重合
。

等天顶方向和垂线之间有一夹角 天顶距

f t a n a = ( y
, r 一 y

,

y
。

) / ( y
, r 一 y

,

y
,

)

、 — 叹I , S l n 口 月~ I , C O S 口 )

1 t a n U =
代 , - ; -二 ~ ~二

-
气- - 二 , ~ - , ~

-
~ - - ,

-
一~ 二~ ~ ,

t 灭不室s l n “ a 一 乙sr l n aC 0 s a 十 Z Z c o s ` a )

( 4 1 )

当
。一 0o 时

,

推得 y ; 一 y Z一 O
,

进一步说明了定理 1
.

等位面上的经纬
、

纬线
、

子午线
、

平行圈不一

定是等位面的主曲率方向
。

设 k
; 、

k
:

分别为它的

主曲率
,

相应的方位角为
口 、 a

+
二 2/

,

由式 ( 2 9 ) 得
:

k
,

= y
, s i n Z a

+ Zsr i n ac o s a + y
, e o s Z a

佗 2 = 尤一c o s 一 a 一 乙sr l n aC 0 s a 十 丈Z s l n ` a

由于在主方向上满足式 ( 3 1 )
,

则解得
:

k
,

+ k Z = Z
,

+ 2 2

k l 一 k Z = (义2 一 Z
一

) s e e a = Zcr s e Z a ( 4 3 )

k l ·

k Z ~ K = X
z
Z

Z
一 r Z

反之有
:

X
一

= k l e o s Za + k Zs i n Z a

X Z = k Z e o s Za + k 一s i n Z a ( 4 4 )

r = ( k l
一 k :

) s i n ac o s a

于是 Z
、 、

X
Z 、 r
与 k , 、

k Z 、 a
之间可互解

。

由式 ( 3 1 )得

出
, r 一 0 时

,

经线
、

纬线是曲率线
,

此时子午线
、

平

行圈与经线
、

纬线重合
,

所以得出定理 5
。

定理 s r 笋 0 时
,

经线
、

纬线
、

子午线
、

平行圈

都不是 曲率线
; r 一 0 时它们是曲率线

。
-

关于经线
、

纬线的测地曲率
、

测地挠率
、

法曲

率
、

曲率等的计算参阅文献〔1 0)
。

4 结 语

传统重力学在求解地球形状与外部重力场时

利用重力作为观测量
,

求解的是扰动位和大地水

准面差距
。

本文求解的地球重力场
,

直接观测量是

重力和重力梯度
,

求解的是重力位 W
,

求解的方

法也不一样
。

本文中的几个定理在大地测量学中已找到应

用
,

如大地奇异性问题
。 r
刻画了重力场的许多性

质
,

因此
r
必定有许多地球物理含义

,

这是需要进

一步解决的问题
。

从内筑的观点来研究重力场
、

揭示重力场的

性质是非常有前景的6j[
。
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