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利用小波理论计算物理大地测量中的奇异积分
`

于锦海 朱灼文 郭建峰

(郑州测绘学院基础课部
·

郑州市陇海中路66 号
,

4 5。。 5助

摘 要 利用小波理论 讨论了奇异积分的计算问题
,

用实例说明了一维情况下计算的快速性和准确性
。

与

oF 盯 ie :
变换法相 比

,

列举了小波理论的优点
.

肯定了在局部重力场研究中小波理论用 于实际的重要性
。

关键词 小波理论
;

奇异积分
;
物理大地测量

; H ar r
尺度函数

分类号 P 2 2 3

物理大地测 量学 中的 几个 关键 公式
,

诸如

s t o k e s
公式

、

V e n i n g
一

M
e i n e s z 公式

、

( ; ,

项 的计算

等〔̀ 一 `〕 ,

都是某种形式 的奇异积分
,

因而研究这些

奇异积分的算法也就成为物理大地测量学的重要

内容之一
。

众所周知
,

(F 川
r ie r 变换曾给物理大地

测量学计算带来了很大便利 LZ
·

3」
,

并且仍将发挥作

用
。

作为克服 F o 盯 ier 变换缺点的一类新的变换

— 小波变换
,

目前在数学 及其它许多领域正受

到极大关注
。

本文应用小波理论来研究物理大地

测量学中的奇异积分
。

给定物理大地测量学 中的某个积分公式 (如

S ot k es 公式 )
,

若需要作局部计算
,

则在远 区可以

用现有的某个重力场代替计算
,

而需要精化处理

的局部
,

在展平处理后
,

原积分公式一般可以写成

如下形式 LS」:

速度更快
。

!
一石

图 1

F ig
.

l

1 正交多尺度分析简介

, ( J
·

) 一

万
、 (一 。 ,

) f
’

( 。
,

)“ ,

( l )

这里 区域 D 如 图 l 所示 ; 二 【、 二 :

为局部平面直角

坐标系的坐标轴
; ,

、

一 ( ,
、

1 .
`

: : )为计算点
,

通常取值

在 D 内
; y 一 ( y

l ,

y : ) 为积分变点
; f ( y ) 是测量结

果
。

在式 ( ” 中
,

积分核 K ( : ,

户 满足
:

IK ( 、
,

y )l 簇 〔丫 }
、

:
一 y }卜

“

( 2 )

其 中
,

c
、 。
均为正常数

; {
,

一川 ~ 口
·

,
、

1
一 y , ) 2+ 行

2

一 y :
)
2

〕l2/
。

若 K (
.

二 .

户 仅 为 {二 一川 的 函数
,

即

K ( J
、 ,
少 ) = K ( }J

,

一 〕 ,

} )
,

则根据卷积的 F o u r i e r 变

换性质
,

此时利用 F ( ) u r i e r
变换来计算式 ( l ) 很

方便
,

但 F ou ir er 变换的计算结 果只在 D 的 中央

部分精度较好
;
若 K (

`

二 ,

夕 ) 不能写成 K 行一 y ) 的

形式
,

则 F o 盯 i e r 变换 就不 能使用
,

因此 F o ur i e r

变换在应用中有许多缺点
。

本文讨论的小波理论

可以 克服上述 F c)u ir e r 变换 的缺点
,

同时使计算

1
·

l 一维多尺度分析卜
’ 」

用 R `

表示实数集
; 厂 ( R ’

) 表示 R ’

上所有平

方可积的函数所形成的 iH lb er t 空间 ; Z 表示整数

集
;
称满足 F 列条件的 厂 ( R . )中的一列闭子空间

{找
,

}
。 。 ,

及函数 抓 )t 为正交多尺度分析 ( M R A ) :

( l ) 1
’ ,

江 1
尸 , , 1 .

V
。 , 。 z ;

( 2 )
`

l ( l ) 〔 I
’ , ,

#
`

/ ( Z r ) 任下
厂 , , 一 , ;

( 3 )

( 4 )

n l
’ ,

川 毛 Z

U 、
’

” 廿 f Z

一 { O } ;

= I
,
竺 ( R I ) ;

( 5 ) 沪任 、
’ 、 ,

且 {抓 t 一 k )}
* 。 z

构成 认
,

的标准正

交基
,

这 叭 八 表示 八 的闭包
。

以后称 抓 )t 为该

M R A 的尺度函数
。

假设 沪( z ) 为 M R A {飞厂
。 ,

}
, , j 。 :

的尺度函数
,

则对

v
, ,

而 言
,

函数 系 {韩
. ,

( t )}
,。 ,
一 { 2

一 ’ ” / 2

州 2 一 ” 一

J )}
) 。 ,

构 成 、
’ ” ,

的 标 准 正 交 基
,

特 别 地
,

{弘
,

. ,

( r ) )
,。 ,
一 { 2

’ : 沪( Z t一 z ) }
, 。 ,

是 V 一 ;

的标准正交基
。

由于 v 仁 v 一 因而 抓 t ) 任叭
、

可 由 { 2
’ 2

侧 2t 一
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的
。

2一维奇异积分的小波算法

、少、少 g d A
几了 r、 、

了、

j) }
, 。 z

线性表示
,

即

沪( t ) =

其中
,

h , 一 2

丁泣
分

,

拟卜 j )

抓 r )抓 Zt 一 j ) d r

且分子收敛
。

由于 v ,

仁 v ,,t 一 , ,

故有正交分解
:

V 阴 一 ;
= V

, , ,

O W
, , ,

( 5 )

这里 W
。

是 V ,,,

在 V , 一 ,

中的正交补
。

特别当 ,)l 一 o

时有空间 W
。 ,

且 叭
。

与 W
(、

的直和是 V 一 1 。

若存在

函数必( t ) 任W
。

使得 {必( r 一 k ) }
* 。 `

构成 w
、、

的标准

正 交基
,

则称 沪(t ) 为 M R A 的小波 函数
。

由于

w
( )

仁 v 一 , ,

而 (了万 甲( Zr 一 J ) }
, 。 ,

是 V 一 ,

的标准正

交基
,

因此存在数列 {h ,f}
少。 ,

使得

沪“ , 一 只
h广沪` 2` 一 J , ` 6 ,

可 以证明以下的卢 )t 必定是一个小波函数
:

必“ , 一 只
(一 ` ” h卜

,

沪( “` 一 J ’ ` 7 ’

此处 h l 一 ,

由式 ( 4 )给出
。

若尺度函数 州 l) 在 R ’

中具有 紧支集
,

即集

{ t
;抓 l) 并 0} 是 R ’

中的有界集
,

则称此时的 M R A

是紧的
。

可以证明
,

尺度函数抓 )t 具有紧支集的充

要条件是式 ( 3) 中的系数 犯 仅有有限 个不为零
。

从而由式 ( 7) 可知
,

此时 粼 ,) 也具有紧支集
。

紧的

M R A 在计算式 ( l) 给出的积分时非常有用
.

这是

由于此时 f ( y )要以通过有限项的和来表示
.

从而

保证了在 D 的边界附近式 ( l )计算的准确性
。

1
·

2 多维多尺度分析 L出 了 {

用 R
”

表示
, , 维 E u e l id 空间

,

L : ( R
”

) 表示 R
’ `

上平方可积函数形成的 iH l b e r t 空间
。

设 {认
, :

}
, , 。 ,

是 =.I ( R
’
)的多尺度分析

.

抓 )t 是尺度函数
.

记
二
-

(二
, ,
二: ,

…
,
二

。

)为 R’
`

中的点
,

则 { 1、 ⑧ v
”

⑤ …⑤
v 阴

}
” 。 。 z

构成了 厂 ( R , 的多尺度分析
,

尺度函数为

抓二 , )州二 :
卜 二 叫

J
,

, ,

)
,

即 帆
. , .

.(t
·

t ) 弧
. , : ( “

’

: ) “
’

弧
.

、

(二
,

) ( j
*
任 Z

,

h 一 1
,

2
,

…
, )I ) 构成 、

’

⑤ 、
尸。

O … 认

的标准正交基
。

v,, ⑧…⑤飞
’

在 认曰 O …⑤认
, 一 ,

中的正交补为
:

v 。

⑧… ⑧ V 切

⑧ W
,

① V
”

⑤ … ⑤
V

” ,

⑧ W
” ,

⑤ V
n ,

① … ① W ⑤ 认
, ,

O

… ⑧ V
,, ,

0 V
n ,

O … ⑤ V
。 ,

⑤ 认几
,

⑤ W
, ,

O

… O W
。

⑤ 一 。 w
, ,

(8 )

特别在厂 ( R
Z
) 中

,

认⑤ u
, , ,

在 认
, ,

⑤飞
尸 。 ,

一 中的正

交补的标准正交基为
:

礼
.

八
份

, )叭
. , :

行
: )

,

弧
.

,

.(J
:

卜

必一
, :
( “

’

,
)

,

沪
, , , . , , (

·

`
’

. )必
, , , . , : ( “ 泛 ) ( 9 )

此处 j
, 、

J
:
任 z

,

必
, , ,

(t ) 一 2衅哪 2
” ` t 一 j)

。

事实上
,

多

维多尺度分析是由一维多尺度分析的张量积形成

本节研究一维奇异积分的小波算法
,

此时式

( 1) 可写成
:

` (一 , 一

})
K (一 , ) , ( , ) d 。

,

( l 。 )

其 中 二
、
y 都是 一 维变 量

。

设 有 一 个 M R A 为

{V
” ,

}
, , ,。 z ,

其尺度函数为 甲( J
,

)
。

U V
,, ,

= L Z ( R ’
) 以

一苦〔 Z

及认
“

仁认一
1 ,

故对足够大的正整数 川
、

和 n 、 ,

、几
。与

和 V 一 ,、 可近似地看成 厂 ( R ’ )
。

设 j( 户 任 V 一 , ,

而 I

(二 ) 任 v 一 ” 气 ,

此时计算结果足以满足精度要求
。

由

于 f ( y ) 任 V 一 。 ` 、 ,

展开便有
:

(j 户 一 习气叭
、 . ,

(户 -
j七 L

” 2

艺
。 ,

甲( 2
、 1

少 一 J )

( 1 1 )

其中
, “ 少

一

丁}j(,
,

,、 、 、

为
,

, d: -

价
`

洲
2协

,

一 , , d: (` 2’

将 K份
,

户在 V 一 * ` 1

⑤ I
尹 一 , 、

中展开
·

便有
:

K (
`

八 y ’ 一只身
, ,

甲
、 一

(
、 ` ’犷一

、
一 (夕 ’ -

2
` ’ + ” 止

艺 二 k
,

扒 2
”

,
、

一 i)

其中
.

汤,
一

丁
_

. 、

d
」 ,

丁
_

抓 2
`

夕

K (
.

,
、

“

一 J
_

. 、

“
·

z’J

氏 Z戍 Z

一 J ) ( 1 3 )

二 )甲
,

.

.(l
’

)沪
, . ,

协
,

) d少 一

K (
`

,
,

. 、 ,

)
·

抓罗叮 一 i )弧 2’’ 协
,

一 J d) 夕 ( 1 4 )

将式 ( 1 1 ) 和式 ( 1 3 )代人式 ( 10 )
.

利用正交性得
:

了( f ’ 一
共

(
只七 ,l, ’ 甲

”

(
·

不 ’ “ 5 ’

以上便是积分 (I
.

,
·

)的算法
.

其关键是式 ( 1 2 )和式

( 14) 的计算
。

由于在物理大地测量中计算形如式

( 1 0 )的积分时
,

只需在
.

。
属 于区间峪

.

1一韵 中进

行计算
,

这里 占为某个小正数
,

因此将尺度函数取

成紧支集函数或速降函数时
,

计算最将减少
.

而且

将提高求解精度
。

例如
,

若抓
`

门 为紧支集函数
.

则

式 ( 1 1) 和式 ( 1 3) 都是有限和
.

且式 ( 14) 中积分限

均是 有 限 值
。

下 面将 沪 ( 门 取 成 H a rr 尺 度 函

数
L“

·

7 J
.

详细给出式 ( 1 0) 的算式
。

设 抓 、 )是 H a rr 尺度函数
.

即

抓门 -

,
任 ( 0

.

1」
J

,

百 ( O
,

l 〕

冲( 2 一
’

廿 一 J )

( 16 )

令 价
, .

,
( j ) 一 2 一

”

( 1 7 )
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那么 V
,

便是 {孔
,

}
, 。 :
张成的闭子空 间

。

设区间

( 0
,

1〕被均匀地分割成 沙个小区间
,

分割点为
:

少 , = l / 2
月 o ,

l = 0
,

l
,

…
,

2
” o

一 l
,

2
” 。

设已通过测量得到值 f ( y
, )

,

l 一 o
,

l
,

…
,

2’’
.

现要

求式 ( 1 0) 的积分值
。

取 m (,

充分大 (通 常取 。 。
-

n 。 ,

这是 因为 f x( ) 的观测值的分辨率为 2 一与 )
,

考

虑 V 一
。 。

在 H a r r
基下

,

式 ( 1 1 ) 可写成
:

广。 一 l

f ` y , 一 “
” 。` ,

属
a ,

抓 “
” 【’

y 一 j ’ ( ` 8 ’

其中
,

衰 1 相对误整计算结果 l/ 。 “

T
a
b

.

1 R e s u
lt

o
f R

e
l
a t iv e

E
r r o r 八 0 “

尺度指标
J

·

值

。 ,
一 2一丁:);:

’ ’̀ “ “

f (· ’ `
一

0
.

1 0

0
.

2 0

0
.

3 0

0
.

4 0

0
.

5 0

0
.

6 0

0
.

7 0

0
.

8 0

0
.

9 0

0
.

7 1 4 9

1
.

9 2 4 7

1
.

6 5 8 5

0
.

4 6 9 5

1
.

9 5 0 6

0
.

3 1 2 6

0
.

6 6 3 4

0
.

3 0 9 0

0
.

1 5 1 9

1
.

0 15 1

0
.

3 7 9 3

0
.

3 2 5 0

0
.

6 6 1 3

1
.

0 14 6

0
.

4 3 0 9

0
.

14 3 2

0 0 8 3 6

0
.

2 4 1 0

2 一
” “ `
汇f ( y

,
) + f

.

(夕
J+ , )

) 〕 ( 1 9 )

这里对 f (户作了线性假设
。

由于式 ( 10) 中的 二 取

值在 (古
,

l 一 占) 中
,

故将 (二
,
夕 ) 限定在 (占

,

l 一 占〕⑧
( o

,

l 〕中
,

式 ( 1 3 ) 可写成
:

K ` x
,

, , 一 2《。
· + 一 / 2 2

首
’

, = 吸)

抓 2、 y 一 j )

户
1一 l

冬
》
庵

矛 ,

抓 2
” “ ’ “

’

( 2 0 )

式中
,

*
, ,
一 2

( 。 。

一
’ / 2

{;
一 `
。 2

一
, ) d…

3 二维奇异积分的算法

考虑式 ( 1) 的计算
,

并注意此 时 二 一 (二
, ,

二: )

及 y 一 ( y
, ,

y Z )都是二维变量
,

D 为矩形 区域
。

选

择尺度函数 抓 t )
,

根据多维多尺度分析的构造
,

设

f( 户任 V 一 、 ⑧ v 一 。 。 ,

I (” 任 v 一 、 ⑧ v 一 , 、 、 ,

则
:

f `y ’ 一
,二

界az
f ,

界一 `y l ’界一 ` y Z ’ `“ 5 ’

其中
,

丁:
K (一 , , * ` 2一 , 一 , , d , ` 2` ’

因式 ( 2 1) 是已知 函数的积分
,

故可将 k lt

计算得

足够精确
;
特别若 K 行

,

户 一 K 行一 y )
,

此时利用

卷积及 P ar se v al 等式
,

便可得
:

k,
,

一 兴{
十 对 (。 )实

,

、
. ,

仁
,。 . ,

( 。) d。 ( : 2 )

2冗 J 一
、 、

、

一
’

一
` 一 ’’ 、 、一 , 一 ’l 、 . , 、 .

一

在计算出 街
,

及 “ ,

后
,

便可得 I (二 )的值
。

例如
,

二 e

i(
。

/罗
。 ,

i(
。
+ l ) /罗

` ,

〕
,

则
:

· , : , :
一

井
f ( , )、

, 。 .

, :
( ,

l
)、

。 ;、 ,

,:
( ,

:
) d ,

:
d ,

:

( 2 6 )

求 I ( , )时若将 二 的取值限定在 D 的某个紧支集

口上
,

则 K ( ,
,
y ) 亦 可在 V 一 。 ,。

⑧ v 一 ” 、 、⑧ V 一 。 、

⑤
v 一 。 。

中作展开
:

K “
,
, ’ 一

, ,
.

茱
z , ,

.

茱六
,?

一谬
”

如
, 1` 甲

’

2与 一 l

I ( J
·

) = ( 艺 k
, , a ,

)弧
少= (》

2’’ 侧 2

,, ,` 、 , , 、

( J
、

) -

户
1一 l

艺 k
, , a ,

( 2 3 )

以上便是利用 H ar r
尺度函数来计算积分式 ( 10)

的算式
。

类似地
,

可以给出其它类型紧尺度函数的

计算方法
。

为检验计算的可靠性
,

计算下列积分
:

’

, 〔 J ) _ {
,

, 一上一二 d 、 ,

( 2 4 )

J 吃) I J
’

一 y l
`

-

式中
,

f ( y )一 y
,

K (二
,

y ) 一 l / }、 一川
’ / 2 .

计算结果

见表 l
。

表中
, , : 、 n :

为尺度指标
。

从计算结果看
,

相

对误差基本上可控制在 1 0 一 “
以下

,

在边界处计算

值也较准确
。

由此可以充分看出小波理论计算奇

异积分的优越性
。

弧
, , ,。 . 、:

( “
’

:
)弧

· 、̀ .

, :

(夕
1
)弧

, ,。 .

, :

(夕
:
) ( 2 7 )

其中
,

`
, 、 一 :

·

, : 一 :
一

丁
I ,
d

J
、

丁
I 〕“ (

J
、 ,

, )、
。 , 、 . , :

(了
1 )、

” 、 、
. , 2

(了
:
)

·

弧
, , 、 ·

八 ( y 一 )界
· 、 , : (夕 2 ) d夕 ( 2 8 )

若 K 行
,
y ) 一 K ( }二 一川 )

.

则利用卷积 的性 质
,

有
:

`
;

一 :
.

, 、
.

, :
一

井
` ( 。

; ,

。
:
)仁

, 、 . , ,

( ,
L
)私

。 、 . , :
(之

仁
。 .、 ,

, ,
(右

,
)仁

, t、 .

, :
(泞) d泞

,
d泞

:
( 2 9 )

式中
,

右= (泞
, ,

右
2
) ; 对传 )是 K ( J

·

)的二维 F o u r ie :
变

换
,

而 私
。。 .

, (泞
, )等均是一维 F o 盯 ie r 变换

。

注意
,

式 ( 26 ) 是观测值 f ( y )的小波频谱
,

而式 ( 2 8) 或

式 ( 29 )则是核函数 K 的小波频谱
。

将式 ( 25 )和式

( 2 7 )代人式 ( 1 )
,

便得 I ( J
·

)的算式如下
:

I ( J ) = 艺
勺

·

勺 〔
艺

j一 少2 〔 z

k
!

一:
.

, 一 ,: a , l ,:

界
,’t 。一 :

仕户弧
。 。 一 :

(了
2
) ( 3 0 )



第1 期 于锦海等
:

利用小波理论计算物理大地测量中的奇异积分

从式(0 3 )可知
,

计算奇异积分式 ( 1) 关键在于

式 ( 2 6 )和式 ( 2 8 ) 的频谱计算
。

与 F o u r i e r
变换相

比
,

小波算法可以用于计算非卷积型奇异积分
,

同

时对卷积型积分
,

算式可以简化
,

此时的计算量较

F o u ir e r
变换法少

。

更重要的是
,

在边界处小波算

法具有很好的收敛性
。

因此
,

小波理论在局部重力

场研究中将会是一种有力的计算工具
。

在物理大地测 量学中
,

除 tS o k es 公式外
,

其

它诸如 G 、

项的计算及地形影响的计算等
,

可以表

示成下列积分.1[ “ :

_ _ -n ( h 一 h
`

)
“

、
.

.

1 ( P ) = 日二

一份竺二 f d叮 ( 3 1 )
JJ I君

式 中
, a
取 1 或 2 ; 。

为单位球面
。

严格来讲
,

上述

类型积分的核函数 h( 一 h 户 )
“

l/ 君与测量 的值相关
,

因而式 ( 3 1) 是非卷积型的
。

从数学角度来看
,

只有

将 h( 一 h 户 )
“

l/ 孟看成是一个整体时
,

式 ( 3 1) 才有意

义
。

若将 h( 一 h 户 a) 展开
,

考虑积分

井气拼石
·

( 3 2 )

的计算时
,

因不满足收敛性条件式 ( 2 )
,

故会遇到

不收敛的情况
。

也就是说
,

式 ( 32 ) 没有意义
。

本文只用到 了尺度函数 切而没有用到小波函

数 必是因为事先假定 v 一 , 。

已经满足精度要求
。

若

v 一 , 、 、不能满足精度要求
,

则必须在 V 一。 。 一 1

中继续

计算
,

需要补算的项为 w 一
。 ,

然后再根据 M a
lla t

算法可得在 V一
。一 ;

精度下的解
。
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