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粗差估值型抗差估计
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摘　要　在测量数据处理中 ,解差受到观测空间和设计空间的双重影响。 本文导出了粗差估值与解差的关

系 ,进而得出了以粗差估值表示的 LS估计的影响函数。通过对粗差估值加以限制 ,根据等价权原理 ,实现 LS

估计对观测空间和设计空间的抗差性。 算例表明 ,粗差估值型抗差估计对观测空间和设计空间均具有良好的

抗差效果。
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　　参数估值不仅受到观测空间的影响 ,而且也

受到设计空间的影响。 由于经典最小二乘估计

( LS估计 )对这两种影响均缺乏抵抗作用 ,致使当

观测值中存在单个粗差时 ,参数估值就会受到严

重的影响。自 1953年 G. E. P. Box提出抗差估计

理论以来 ,国内外学者分别提出了许多抗差估计

方案。如为了克服观测空间对参数估值的影响 ,文

献 [1, 2]中给出了 Huber权函数法、 Tukey权函

数法及丹麦权函数法等抗差方案 ,其中较为实用

且抗差效果较好的是 IGGⅠ 方案 ,但这些方案均

不能克服设计空间对参数估值的影响。为了使参

数估值能同时抵制观测空间和设计空间的影响 ,

文献 [1, 2 ]提出了 IGGⅡ方案及有界影响抗差估

计。但实际进行测量数据处理时 ,采用 IGGⅡ方

案 ,预处理工作量较大 ;而文献 [3 ]中的方案 ,条件

数的计算较为麻烦。至于有界影响抗差估计 ,虽然

对杠杆观测值具有较好的抗差性 ,但对非杠杆观

测值的抗差效果不理想。本文以粗差估值构造的

等价权函数 ,既能较好地抵制观测和设计空间对

参数估值的影响 ,又具有简明易行的特点。 因此 ,

大大加强了抗差估计的实用效果。

1　观测误差对参数估值的影响

设有独立观测值 Li ( i= 1, 2,… ,n ) ,其对角权

矩阵为 P
n ,n

,参数估值为 X
 

m , 1
(m < n ) , X 0为 X

 的近

似值 ,WX 为 X 0的改正数 ,则线性化后的误差方

程为:

V
n, 1

= A
n ,m
WX m , 1 - f

n, 1
,　权 P

n ,n
( 1)

其中 ,

f = L - AX 0 = L - L0

　　若 L0是由待估参数的真值 X计算而得 ,则 f

代表观测值的真误差X。 根据协因数阵传播律可

得:

V = - (QVVP )X ( 2)

式中 ,QVV= P
- 1- A ( A

T
PA)

- 1
A

T。 (QVV P )矩阵由

设计方案确定 ,称为平差的几何条件 ,它反映了观

测误差X对残差 V的作用程度。定义 (QVVP )的第

i个对角元素为第 i个观测值的多余观测分量 rii ,

对于任一观测值 ,由式 ( 2)有:

vi = - (QVV P )iiXi - ∑
n

j≠ 1

(QVVP )ijXj

= - riiXi - ∑
n

j≠ i

ri jXj ( 3)

对于独立观测值而言 , 0≤ rii≤ 1。因此某一观测值

Li的误差Xi在其残差 vi中仅能得到部分反映 ,其

反映的可靠程度大小 ,主要取决于该观测值的多

余观测分量 rii。当 rii较小时 ,若 Li中含有粗差 ,则

Li不能通过 vi而得到改正 ,从而影响到参数估值

X
 。 若 rii～ 0,称 Li为杠杆观测值 ,当其含有粗差

时 ,则对 X
 产生破坏性影响。所以 , rii从一个侧面

反映了平差结果的可靠性程度。

观测值 Li对参数估值的影响可用解差来表

示。在观测值 L中 ,去掉第 i个观测值 Li 后 ,所得

的参数估值记为 X
 

(i ) ,则解差为:

ΔX
 

(i ) = X
 

(i ) - X
 ( 4)

经推导得 [1 ]:

ΔX
 

( i) = N
- 1

ai
T
P ivi /rii ( 5)

式 ( 5)中 ai 为 A之第 i行。将式 ( 3)代入式 ( 5)得:
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ΔX
 

( i) = - N
- 1
ai

T
Pi (Xi + 1

rii∑
n

j≠ i

ri jXj ) ( 6)

在式 ( 3)中 ,由于 ri j ( i≠ j )一般小于 rii ,且有正有

负 ,故式 ( 3)右端的第二项有相互抵消的现象 [2 ]。

若不计其影响 ,则式 ( 3)、 ( 6)可分别表示为:

vi ≈ - riiXi ( 7)

ΔX
 

(i) ≈ - N
- 1
ai

T
PiXi ( 8)

式 ( 7)即为粗差估值的计算模型。设第 i个观测值

的粗差估值为 Δl
 
i ,由式 ( 7)有:

Δl
 
i = - vi /rii ( 9)

式 ( 8)为 LS估计影响函数的近似表达式。 LS估

计的影响函数为:

I F (Li ; X ,F ) = N
- 1
ai

T
PiXi ( 10)

以式 ( 9)代替式 ( 10)中的Xi ,则 LS估计的影响函

数又可近似表示为:

I F (Li ; X , F )≈ - N
- 1

ai
T
P iΔl

 
i ( 11)

　　由于 LS估计对观测误差不加约束 ,致使其

影响函数无界 ,所以 LS估计不具备抗差性。若对

式 ( 11)中的 Δl
 
i加以限制 ,则可使 LS估计达到抗

差的目的。这正是本文的出发点。

由式 ( 9)可以看出 ,粗差估值 Δl
 
i 受两个因素

的影响:其一为该观测值的残差 vi ,即受观测空间

的影响 ;其二为该观测值的多余观测分量 rii ,它

取决于设计平差图形的几何结构 (矩阵 A ) ,即受

设计空间的影响。所以 ,通过对 Δl
 
i 加以限制 ,可

使 LS估计对观测空间和设计空间均具有抗差作

用。本文把这种抗差估计方案称为粗差估值型抗

差估计。

2　粗差估值型抗差估计模型

抗差估计的抗差效果取决于等价权函数。 等
价权函数不同 ,抗差估计就不同 ,当然其抗差效果

也不同。因此 ,不同的等价权函数定义了不同的抗

差估计。

2. 1　等价权函数

设

r
-= (n - m ) /n ,kA = k0 /r-,kB = k1 /r- ( 12)

式中 , r-为平差图形的平均多余观测分量 ,它反映

了设计空间整体的完善程度 ,即监控观测误差的

能力。 k 0、k1为两常数 ,一般取为 k0= 1. 0～ 1. 5,k1

= 1. 5～ 2. 5
[2 ]
。定义粗差估值型抗差估计模型的

等价权函数为:

p
-
ii =

pii　　　　|Δl
 
i /e 0|≤ kA

pii
kA

|Δl
 
i /e 0|

　 kA < |Δl
 
i /e 0|≤ kB

0　　　　　|Δl
 
i /e 0|> kB

( 13)

式中e 0为单位权中误差。由式 ( 13)定义的等价权

有如下特点:

1)对某一设计平差图形来说 ,若其平均多余

观测分量 r-较大 ,该平差系统对观测误差有较好

的监控能力 ,即对粗差较敏感 ,则 kA、 kB 应较小 ;

若 r
-较小 ,则该平差系统对观测误差的监控能力

较差 ,对粗差不敏感 ,则 kA、 kB 相应较大。按式

( 12)定义的 kA、 kB 正具有这一性质 ,这也是本方

案与其它方案的不同点之一。 根据式 ( 12)由 kA、

kB 确定的观测值区间 ,对不同平差图形是不同

的。

2)根据式 ( 13)确定的等价权 ,将观测值分成

正常域、可疑域和淘汰域 3部分 ,对这 3部分观测

值相应采取 LS估计、降权处理及淘汰不用 ,因而

具有抑制异常值或粗差对参数估值影响的能力 ,

从而达到抗差目的。

3)由于粗差估值 Δl
 
i取决于观测空间 (vi )及

设计空间 (rii )的影响 ,因此由式 ( 13)确定的抗差

方案对观测空间和设计空间均有抗差能力。

4)对于 rii较小的观测值 (称为杠杆观测值 ) ,

当观测误差Xi 较大时 (认为含有粗差 ) ,由于 Δl
 
i

与Xi 相当 (式 ( 7)、 ( 9) ) ,因而该方案对杠杆观测

值中的粗差 ,也具有较好的抗差效果 (见算例 )。

2. 2　解算方法

抗差估计需迭代求解 ,迭代计算公式为:

X
 (k ) = X

 (k - 1) + WX (k) ( 14)

V
( k) = AWX (k) - f

(k- 1) ( 15)

e 0(k ) = V
(k ) T

P
- ( k- 1)

V
(k ) / (n - m - t ) ( 16)

其中 ,

WX (k ) = ( AT
P
- (k- 1)

A ) - 1
A

T
P
- ( k- 1)

f
(k- 1)

f
(k - 1)

= L - AX
 (k- 1)

在式 ( 16)中 , t为被淘汰的观测值个数 ,对于独立

观测值而言 ,即 p
-
ii= 0的个数。当 k= 1时 ,即进行

LS估计 ,此时 x
 ( 0)= X 0 , P-

( 0)= P (先验权阵 )。 等

价权 P
- (k- 1)

是以前一步计算得的e 0
(k )
及 Δl

 (k )代入

式 ( 13)计算而得的。 具体迭代步骤可参阅文献

[1 ]。 当前后两次迭代计算得到的参数估值之差

|X 
(k ) - X

 ( k- 1)|满足迭代收敛精度时 ,即可停止计

算 ,此时即获得了参数估值的抗差解。

3　算　例

图 1为一水准网 ,其多余观测分量最大为

0. 790(h3 ) ,最小为 0. 199(h13 ) ,平均为 0. 50。为了

考察本文提出的抗差方案对观测空间和设计空间

11第 1期　　　　　　　 　　　　　　　杨世清等: 粗差估值型抗差估计　　　　　　　　　　　 　　　 　　　



的抗差效果 ,根据多余观测分量的不同 ,采用对原

观测值 (经处理认为没有粗差 )加粗差的方法 ,制

订了 18个方案。 从中摘录具有代表性的 8个 (见

表 1) ,原观测值作为零方案。 对这 9个方案分别

进行 LS估计和抗差估计。

图 1　水准网略图

Fig . 1　 Sketch of Level Netw ork

表 1中列出了抗差估计迭代收敛后 ,等价权

为零的观测值位置及相应的残差。从表中可以看

出 ,不论所加粗差的观测值的多余观测分量的大

小如何 ,以及观测值中所含粗差个数的多寡 (从 1

个到 4个 ) ,抗差估计迭代收敛后 ,含粗差的观测

值的等价权均为零 (即被淘汰了 ) ,且残差与所加

粗差基本相同 (最大相差 2. 3mm ) ,符号相反。 这

是因为当等价权为零时 ,对于独立观测值而言 ,由

式 ( 2)可知其 rii= 1,则由式 ( 7)有 vi≈- Xi。

当用 IGGⅠ 方案或有界影响抗差估计对表 1

中的 8个方案进行计算时 ,前者仅对 D22方案有

效 ;而后者对这 8个方案均无效。此外 ,还采用学

生化残差 ,对这 8个方案进行粗差探测 ,除对 D22

方案进行了正确的粗差定位外 ,其它 7个方案都

未正确发现粗差。所以 ,采用粗差估值型抗差估计

模型 ,不仅能对粗差进行正确的定位 ,获得可靠的

粗差 , 而且还具有比其它抗差估计方案更为有效

的特点。
表 1　方案及粗差定位结果

Tab. 1　 Scheme and the Results o f

Po sitio ning Outliers

方案号
粗差

位置

粗差

( mm)
rii

零等价

权位置

残差

( mm )

D1 13 + 5 0. 199 13 - 4. 6

D21

　
3

13

- 4

+ 5

0. 790

0. 199

3

13

+ 6. 1

- 4. 6

D22

　
3

9

- 4

+ 6

0. 790

0. 686

3

9

+ 6. 0

- 4. 9

D31

　
　

3
9

13

- 5
- 5

+ 5

0. 790
0. 686

0. 199

3
9

13

+ 7. 0
+ 6. 1

- 4. 7

D32

　
　

5

9

19

+ 7

+ 6

+ 8

0. 761

0. 686

0. 323

5

9

19

- 8. 4

- 4. 8

- 5. 7

D41

　
　
　

6

9

19

24

+ 10

+ 6

+ 8

- 10

0. 706

0. 686

0. 323

0. 468

6

9

19

24

- 8. 5

- 5. 0

- 5. 8

+ 9. 5

D42

　
　
　

3

9

11

17

- 5

- 5

+ 5

+ 9

0. 790

0. 686

0. 359

0. 501

3

9

11

17

+ 7. 1

+ 6. 2

- 5. 8

- 10. 8

D43

　
　
　

2

10
17

21

+ 9

+ 6
+ 9

+ 6

0. 660

0. 517
0. 501

0. 330

2

10
17

21

- 11. 4

- 7. 4
- 10. 0

- 7. 3

对以上各方案分别进行 LS估计和抗差估

计 ,并以零方案的 LS估计结果为标准 ,其它各方

案两种估计方法所得的参数估值与之相比较。 对

于表 1中的 8个方案 ,当采用 LS估计时 ,参数估

值及单位权中误差均受到了破坏性的影响。当采

用抗差估计时 ,各方案所得的参数估值与零方案

的参数估值之差及单位权中误差列于表 2中。

表 2　参数估值比较 ( /mm )

Tab. 2　 Compare the Estimato rs of Parameters( /mm)

方案 ΔH1 ΔH2 Δ H3 Δ H4 Δ H5 Δ H6 ΔH7 ΔH8 Δ H9 Δ H10 ΔH11 ΔH12 e 0

D0

LS

抗差
结 果 相 同

1. 2

1. 2

D1 0 0 0 - 0. 1 0 + 0. 3 + 0. 2 + 0. 2 + 0. 1 0 0 - 0. 1 1. 2

D21 + 0. 5 + 0. 1 + 0. 1 - 0. 1 + 0. 1 + 0. 3 + 0. 2 + 0. 2 + 0. 1 0 0 + 0. 1 1. 2

D22 + 0. 4 + 0. 1 0 + 0. 1 + 0. 3 + 0. 2 + 0. 1 + 0. 2 + 0. 1 + 0. 1 0 + 0. 1 1. 2

D31 + 0. 4 0 0 + 0. 1 + 0. 3 + 0. 4 + 0. 3 + 0. 3 + 0. 2 + 0. 2 + 0. 1 + 0. 1 1. 3

D32 0 - 0. 4 - 0. 3 - 0. 2 + 0. 1 - 0. 2 + 0. 2 - 0. 6 + 0. 9 + 0. 1 + 0. 2 + 0. 1 1. 3

D41 + 0. 1 + 0. 3 + 0. 1 + 0. 1 + 0. 2 0 + 0. 4 - 0. 5 + 0. 9 - 0. 1 + 0. 2 - 0. 1 1. 3

D42 + 0. 5 + 0. 2 0 + 0. 6 + 0. 4 + 0. 4 + 0. 2 + 0. 1 + 0. 1 - 0. 5 - 0. 1 - 0. 2 1. 2

D43 - 0. 1 + 0. 1 + 0. 1 - 0. 4 + 0. 1 - 0. 3 - 0. 3 - 0. 2 - 0. 3 0 - 0. 3 - 0. 5 1. 3
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　　从表 2中可以看出 ,当观测值中不含粗差时

(D0方案 ) , LS估计和抗差估计的结果是一致的。

因此 ,可以认为粗差估值型抗差方案 ,满足 Fisher

一致信息这一条件
[6 ]
。当观测值中含有粗差时 ,无

论是参数估值还是单位权中误差 ,与 D0方案的

结果均极为接近。 对于参数估值 ,最大相差

0. 9mm ,不超过 D0方案的单位权中误差 ;对于单

位权中误差 ,与 D0方案相比 ,最大相差仅为

0. 1mm ,可以认为是相同的。可见 ,粗差估值型抗

差估计所获得的结果是可靠的。

4　结　论

1)本文提出的粗差估值型抗差估计 ,同其它

抗差方案相比 ,具有方法简洁、结果可靠、便于实

施的特点。在本方案中 ,根据平差图形结构的完善

程度 ,参数 kA、 kB 的取值是不相同的 ,因而更符合

测量实际情况。

2)本方案对观测空间和设计空间均具有良好

的抗差性。当观测值中含有单个或多个粗差时 ,不

论含粗差观测值的多余观测分量较大还是较小 ,

对粗差均能做到正确定位 ,并可获得近于实际的

粗差。这在测量生产实践中 ,为制订高效的重测方

案提供了依据。

3)不论观测值中是否含有粗差 ,本方案均可

获得可靠的参数估值和精度信息。
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Robust Estimation with the Estimator of Outliers

Yang Shiqing　Yu Xuex iang　 L Weicai
( Huainan Mining Inst itute, Huainan, Anhui , China, 232001)

Abstract　 The dif ference of so lutions a re inf luenced by bo th observ ation space and design

space. This paper, based on the rela tionship betw een the dif ference o f solutions and the esti-

ma to r o f outliers , deriv es the inf luence function of LS estimation w hich is expressed by the

estima to r of blunders; acco rding to the principle of equiv alent w eight , reali zes robustifying LS

estima tion to observation space and design space w ith the method to limi t the estima to r of

g ross errors. Examples show that robust estima tion w ith the estimator of out liers has sound

robustini ty to bo th observ ation space and design space.

Key words　 robust estima tion; estimato r of outliers; the di fference of solutions; observ ation

and design space; equivalent w eight
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