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摘　要　讨论了相关观测值与非相关观测值的多余观测分量值域问题 ;论证了相关观测值的多余观测分量

与内可靠性指标的不一致性 ;进一步研究了可靠性指标的应用问题 ,认为当观测值的复相关系数不同时 ,应同

时考虑内、外可靠性指标 ;最后 ,以 GPS准动态测量为例作了分析。
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　　在测量系统的粗差探测与可靠性理论研究

中 ,为了更好地评价测量系统的质量 ,从诸多的文

献 [1～ 7 ]可见 ,均用到多余观测分量的概念 ,并将观

测值的多余观测分量定义为可靠性度量指标 ,认

为多余观测分量的值域为区间 [0, 1 ]。但是 ,最

近的一项研究 [8 ]表明 ,上述结论仅适合于独立观

测值的情形 ,对于相关观测值并不一定成立。本文

从理论上进一步论证这个结论 ,并就文献 [8 ]所

提出的具有普遍意义的观测值可靠性度量指标进

行深入研究。研究表明 ,可靠性指标与观测值的复

相关系数有关 ,当复相关系数不同时 ,内、外可靠

性指标应分别考虑。将本文研究成果应用于 GPS

定位等测量系统的质量评价与设计更具有现实意

义。

1　多余观测分量

1. 1　定义及其性质

按照测量平差系统的 Gauss-M arkov模型:
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残差与观测值之间的关系为:

V = Ax
 - l = - QV Pl ( 3)

其中 ,QV= P
- 1- A ( AT

PA ) - 1
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 。

当第 i个观测值含有粗差 5 li ,则它对残差

Vi的影响值为:

V
*
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相应的影响系数矩阵 (在文献 [6]中定义为可靠

性准则矩阵 )为:

R = QV P = I - A ( A
T
PA )

- 1
A

T
P = {rij }

( 5)

其元素 rij为第 j个观测值的粗差 5 lj对第 i个观

测值残差 Vi的影响系数 ,对角线元素 rii为粗差

5 li对自身残差 Vi的影响。

利用矩阵迹运算规则 ,对矩阵 R求迹 ,有:
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因此 ,  
n

i= 1
rii = r ( 6)

其中 , r为平差系统的多余观测数。式 ( 6) 表明 ,

平差系统的多余观测数 r被分解为 n个分量 ,每

个分量反映了各观测值自身所含的多余观测成

份。因此 ,将影响系数 rii称为第 i个观测值的多余

观测分量 ,并简记为 ri= rii。从式 ( 6)的证明过程

可见 ,当观测值相关 ,即权阵 P为非对角阵时 ,结

论同样成立。因此 ,式 ( 6)具有普遍性 ,这是多余

观测分量 ri的一个基本性质。

同时 ,国内外许多文献在假定观测值互独立 ,

即权阵 P为对角阵的前提条件下 ,十分简明地证

明了多余观测分量 ri的另一个基本性质:

0≤ ri≤ 1 ( 7)

并认为当权阵 P 为非对角阵时 ,式 ( 7) 仍然成

立。但是 ,作者在查阅大量有关文献时发现 ,这一

结论并没有给予正确的理论证明。

1. 2　多余观测分量 ri的值域问题

为不失一般性 ,可把观测值分为两组 ,第一组

为第 i个观测值 ,第二组为其余的全部观测值。相

应的协因数阵为:
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应用分块求逆公式 ,并定义第 i个观测值与其余

观测值的复相关系数 d
’
i为 [8 ]:

d’i = (Qi2Q
- 1
22 Q2i /qii ) 1 /2 ( 9)

容易求得相应的权阵:
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将矩阵 R= QV P亦相应分解 ,得:

QVP =
qVi i QV

i2

QV
2i

QV
22

Pii P i2

P2i P22

( 10)

于是 ,观测值 li的多余观测分量 ri为:

　 ri = qV
i i
Pii + QV

i 2
P2i

= (qVi i - QV
i2Q

- 1
22 Q2i ) / [qii ( 1 - d

’ 2
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分析式 ( 11)可知:

1)若 d
’
i = 0,则 Q2i= 0, ri= qVi i /qii , ri的值域

为 [0, 1 ]。此时 ,与独立观测平差系统的情况一

样 ,当 ri= 1时 , li为完全多余观测 ;当 ri= 0时 , li

为完全必要观测 ,反之亦然。

2)当 d
’
i≠ 0时 , ri的大小不仅与d

’
i有关 ,而且

还受到残差之间相关性的影响。ri是设计矩阵 A

和协因数阵 Ql的元素的多元函数 ,一般情况 ,由

式 ( 11)很难给出 ri的值域 ,也不可能为 [0, 1] ,

在 2. 3中将举例说明。

2　可靠性指标

测量平差系统的可靠性理论最早由荷兰的

Baarda 教 授 在 1968 年 提出 , 后 由德 国 的

Fo rstner 教授和我国的李德仁教授进一步扩

展
[1, 7 ]
。其基本概念为 ,从单个备选假设出发可以

研究平差系统在给定显著水平 T0和检验功率 U0

的情况下发现粗差的能力 (内可靠性 ) 以及不可

发现的粗差对平差结果的影响 (外可靠性 )。

2. 1　观测值的内可靠性指标

当选定 T0、U0后 ,相应的非中心化参数 W0得

到确定 ,从而可以计算每个观测值 li的可探测粗

差的临界值 5 0li。对于相关观测值 ,由文献 [1, 9 ]

可导出:

5 0 li = e0W0 / (e
T
i PQVPei )

1 /2
( 12)

其中 ,向量 ei为影响向量 ,即一个除第 i个元素为

1外其余均为 0的 n维列向量。

为了比较不同精度或不同类型的观测值的可

靠性 ,可将式 ( 12) 中与观测精度有关的部分 e0

抽掉 ,定义一个无量纲的数值指标 ,称为可控性数

值:

　C0i = 5 0 li /el
i
= 5 0 li / (e0 qii )

= W0 / qiie
T
i PQV Pei = W0 / Ri ( 13)

式 中 , Ri= qiie
T
i PQV Pei ,同样是一个无量纲的数

值 ,与平差问题所设定的 e0无关。当 li为独立观测

值时 , Ri就是人们所熟悉的多余观测分量 ri。此

时 ,

C0i = W0 / ri ( 14)

　　因此 ,定义 Ri为观测值的内可靠性指标更具

有一般性。同时 ,由式 ( 13)、 ( 14) 可见 ,对于相关

观测值仍把 ri视为内可靠性指标是不严密的。

2. 2　观测值的外可靠性指标

外可靠性定义为每一个临界可探测的误差

5 0li对未知参数向量的影响:

5 0xi = ( AT
PA ) - 1

A
T
Pei5 0li ( 15)

为使用方便 , Baarda教授建议用所谓的经验影响

函数 ,即 Cook距离 ,定义外可靠性指标 W-0i (为无

量纲的数值 ):

W-
2
0i = 5 0x

T
i D

- 1
x 5 0xi ( 16)

式中 , Dx= e20 ( A T
PA ) - 1。将式 ( 12) 代入式 ( 16)

可导出:

W-0i = W0 ( 1 /Ri ( 1 - d
’ 2
i ) )

1 /2
( 17)

　　利用柯西-施瓦茨不等式 ,容易导出未能发现

的粗差 5 0li对平差参数的函数 f 的影响:

5 0 f i≤efW-0i ( 18)

分析式 ( 17) 可知:

1)外可靠性指标 W-0i与内可靠性指标 R i和复

相关系数 d
’
i有关 ,对于确定的 d

’
i ,W-0i随 Ri的增大

而减小 ;

2)当 d
’
i = 0,即观测值 li为独立观测时 , Ri=

ri ,此时 ,

W-0i = W0 ( 1 - ri ) /ri ( 19)

　　 3)当 n个相关观测值的 d’i均等时 ,W-0i与 Ri

存在一致性 ,此时 ,可仅用 Ri作为观测值的可靠

性度量指标。但是 ,当观测值的 d
’
i不均等时 ,观测

值的可靠性应当同时考虑内可靠性 Ri和外可靠

性 W-0i。文献 [8]认为 W-0i和 Ri存在一致性 ,并将 Ri

用作观测值的可靠性度量指标 ,这一结论只有在

d’i均等的条件下才成立。

2. 3　举例说明

应用文献 [ 8 ]中的一个例子。设想有一组相
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图 1　模拟高程网

Fig. 1　 Simulated Level Netwo rk

关观测值 l= ( l 1 l2 l3 ) T ,分别构成图 1所示的 3个

高程网。l的协因数阵为:

Ql =

2 0 3

0 1 0. 5

3 0. 5 5

由式 ( 9)、 ( 11)、 ( 13)、 ( 17) 可分别计算 3个网中

相应观测值的复相关系数 d
i、多余观测分量 ri、内

可靠性指标 Ri和可控性数值 C0i、外可靠性指标

W-0i ,结果见表 1。
表 1　多余观测分量和可靠性指标分析

(T0= 0. 1% , U0= 80% )

　　 Tab. 1　 Ananysis o f Redundant Observ ation Com-

ponents and Reliability Indicato rs

(T0= 0. 1% ,U0= 80% )

网 li d’i ri Ri C0i W-0i

A

1

2

3

0. 973 3

0. 707 1

0. 974 7

- 1

0. 5

1. 5

2

1

5

2. 920

4. 130

1. 847

12. 041

4. 130

7. 153

B

1

2

3

0. 973 3

0. 707 1

0. 974 7

0

0. 1

0. 9

0

0. 2

1. 0

—

9. 235

4. 130

—

12. 390

18. 002

C

1

2

3

0. 973 3

0. 707 1

0. 974 7

1

1

0

10

2

10

1. 306

2. 920

1. 306

3. 918

0. 000

4. 130

　　分析表 1的数据不难发现:

1)对于相关观测值而言 , ri= n - t= r的条

件式仍然成立。

2)多余观测分量 ri与内可靠性指标 Ri在数

值上相差甚大 , ri的值域并不满足式 ( 7) ,如网 A

的 r 1为 - 1, r3为 1. 5,这一发现在文献 [12 ]中给

出了理论证明。当 ri大于 1时 ,按照残差理论的解

释 ,粗差 5 li对残差 V i的影响被扩大了 ,而不是

部分的影响。

3) 当 li为完全必要观测时 , Ri= ri= 0,如网

B的 l 1;但是 , ri= 0时 , li并不为完全必要观测 ,如

网 C的 l3。当 li为完全多余观测时 , ri= 1,如网 C

的 l 1 ;但是 ,当 ri= 1时 , li并不一定为完全多余观

测 ,如网 C的 l2。

4)内可靠性指标 Ri与可控性数值 C0i的变化

趋势一致 ,而 Ri与外可靠性指标 W-0i的一致性变化

规律不成立。如网 A的 l1和 l3 , Ri为小的 W-0i并不

为小 ,Ri为大的 W-0i亦不为大 ;再如网 C的 l1和 l 3 ,

虽然 Ri相等 ,但W-0i并不相等。因此 ,外可靠指标 W-i

不仅与内可靠性指标 Ri有关 ,而且还受到复相关

系数 d
’
i的影响。

3　在 GPS准动态测量中的应用

GPS准动态测量的基本做法是: 一台 GPS

接收机作为固定站 ,另一台作为流动站 ,流动站在

第 1点上采用某种方法确定整周模糊度后 ,便开

始迁站 ,迁站过程中要求卫星信号的锁定。为此 ,

在待测点第 2, 3, 4,… ,n点上每点仅需观测 2～ 3

个历元便可达到较高的精度。据 Wild 300 GPS

测量系统介绍 ,这种方法的基线精度为 1～ 2 cm

+ 1 ppm( rms)。

在 GPS基线数据处理中 ,平差过程所用的观

测值一般为载波相位观测的二次差分观测值 ,该

虚拟观测值是相关的。GPS测量平差系统与常规

测量方法一样 ,同样存在质量控制问题 ,包括精度

指标和可靠性指标的监控。由于这一工作与观测

值本身无关 ,而取决于测量平差系统的几何结构

和观测精度 ,因此可在实际观测之前进行预分析

和设计。GPS基线测量中有关精度指标的估计问

题 ,作者已在文献 [ 11]中作了研究 ,下面仅就可

靠性指标的应用问题作一论述。

数值计算采用 1994年 4月 10日采集的卫

星概略星历 ,给定某地一固定站的位置为已知 ,固

定站至流动站的三维坐标增量为未知参数 ,整周

模糊度确定正确 ,固定站到流动站的距离不远

( 2. 5 km)。流动站的测定分 3种情况来考虑 ,设

测定日期为 1994年 4月 12日 ( GPS T):

① 测 1个历元 ( 4 51 15) ;

② 测 2个历元 ( 4 51 15～ 4 51 30) ;

③ 测 3个历元 ( 4 51 15～ 4 51 45)。

这 3种方案中 ,卫星高度角限值取为 15°,预计观

测时共有 6颗共视卫星 ,参考星选定为 28号星 ,

组星为 18、 22、 25、 31、 29号星 ,卫星的天空分布

如图 2所示。单个历元双差观测值的方差 -协方差
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图 2　观测时间的可见卫星分布情况

Fig. 2　 Visble Sa tellites Distribution

阵为:

Dl = e20

4 2 2 2 2

2 4 2 2 2

2 2 4 2 2

2 2 2 4 2

2 2 2 2 4

其中 ,e
2
0为单个相位观测值的方差。设计矩阵 A

从作者所研制的 RDO P估算软件中提取 ,选择显

著水平 T0= 0. 1% ,检验功效 U0= 80% ,于是非

中心化参数 W0= 4. 13。根据本文的公式可分别计

算 3种方案的多余观测分量 ri、内可靠性指标 R i、

可发现粗差的下界值 5 0li、外可靠性指标 W-0i和不

可发现的粗差 5 0 li对坐标增量 Δx 的影响 5 0i

Δx ,结果见表 2。值得说明的是 ,双差观测值的复

相关系数 d’i与历元数的多少无关 ,仅与卫星数有

关 ,在本例中 d’i均为 0. 632 5。分析表 2可知:

1 )多余观测分量 ri与内可靠性指标 Ri相差

表 2　 GPS准动态测量的可靠性分析

Tab. 2　 Reliability Anany sis of GPS Stop and Go Positioning

l i

1个历元 2个历元 3个历元

ri Ri 5 0l i W-0i 5 0iΔx ri Ri 5 0li W-0i 5 0iΔx ri Ri 5 0li W-0i 5 0iΔx

1 - 0. 051 0. 426 12. 66e0 7. 054 2. 43e0 0. 473 1. 045 8. 08e0 3. 185 0. 78e0 0. 648 1. 252 7. 38e0 2. 379 0. 47e0

2 　 0. 594 0. 652 10. 23e0 5. 155 1. 78e0 0. 797 1. 159 7. 67e0 2. 735 0. 67e0 0. 864 1. 328 7. 17e0 2. 087 0. 42e0

3 　 0. 071 0. 244 16. 73e0 9. 977 3. 44e0 0. 536 0. 957 8. 44e0 3. 558 0. 87e0 0. 692 1. 194 7. 56e0 2. 598 0. 52e0

4 　 0. 521 0. 702 9. 86e0 4. 844 1. 67e0 0. 760 1. 184 7. 59e0 2. 639 0. 64e0 0. 840 1. 344 7. 12e0 2. 023 0. 40e0

5 　 0. 865 1. 250 7. 39e0 2. 384 0. 82e0 0. 933 1. 459 6. 84e0 1. 559 0. 38e0 0. 955 1. 528 6. 68e0 1. 243 0. 25e0

6 0. 475 1. 047 8. 08e0 3. 176 0. 77e0 0. 650 1. 253 7. 38e0 2. 373 0. 47e0

7 0. 797 1. 158 7. 67e0 2. 736 0. 67e0 0. 865 1. 328 7. 17e0 2. 088 0. 42e0

8 0. 533 0. 953 8. 46e0 3. 574 0. 87e0 0. 690 1. 192 7. 57e0 2. 607 0. 52e0

9 0. 762 1. 187 7. 58e0 2. 627 0. 64e0 0. 841 1. 346 7. 12e0 2. 015 0. 40e0

10 0. 932 1. 459 6. 84e0 1. 560 0. 38e0 0. 955 1. 528 6. 68e0 1. 243 0. 25e0

11 0. 651 1. 254 7. 37e0 2. 367 0. 47e0

12 0. 865 1. 327 7. 17e0 2. 088 0. 42e0

13 0. 688 1. 190 7. 57e0 2. 616 0. 52e0

14 0. 842 1. 348 7. 11e0 2. 007 0. 40e0

15 0. 955 1. 528 6. 68e0 1. 244 0. 25e0

较大 ,且 ri有负值的情况 ,如 1个历元中的 l1。由

于双差观测值各历元间的独立性 ,因此 ,当观测历

元数增加并且卫星数不变时 ,观测值的复相关系

数 d
’
i是均等的 ,此时 R i与 W-0i的数值变化存在一

致性。

2)流动站上观测历元数的增加 ,如由 1个历

元增加到 3个历元 ,内可靠性指标 Ri增大 ,

min(Ri ) 由 0. 244增至 1. 194;可发现粗差的下

界值 5 0 li明显减小 , max ( 5 0li )由 16. 73e0降到

7. 57e0 ;外可靠性指标 W-0i减小 , max (W-0i )由 9. 977

降到 2. 616;以不可发现的粗差对坐标增量 Δx

的影响 5 0iΔx 为例 , max ( 5 0iΔx )由 3. 44e0降到

0. 52e0。

3) Ri、W-0i与卫星分布有关 ,高度角低的观测

值 Ri为小 ,而 W-0i为大 ;高度角高的观测值 Ri为

大 ,而 W-0i为小。这也可以给我们一些提示 ,低高度

角的观测值要特别注意其粗差的存在及其影响。

另外 ,如果取相位观测中误差 e0 = ± 0. 05

周 ,进行单频观测 ( L1= 19 cm) ,则相应可发现粗

差的下界值 max ( 5 0li ) 以及不可发现的粗差对

坐标增量 Δx 的影响 max ( 5 0iΔx ) 见表 3。表 3

中增加了一个测 4个历元的数据 ,以便分析。表 3

表明 , GPS准动态测量中可发现粗差的下界值和

不可发现的粗差对未知参数的影响将随着观测历

元数的增加而减小 ,尤其是 1历元和 2历元比较

时相差较大。但是 ,当观测历元数增大到一定值
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时 ,如 3个历元 ,再增加观测历元数对提高可靠

性无更大意义。这表明 , GPS准动态测量中 ,如果

模糊度参数确定正确 ,天空可见卫星数较多时 ,流

动站测定 2～ 3个历元具有足够的可靠性。
表 3　 GPS准动态测量中可靠性与观测

历元数的关系

　　 Tab. 3　 Relationship Betw een Reliability and Ob-

serv ed Epoch Number in GPS Stop and

Go Positioning

观测历元数 max (5 0l i ) / cm max ( 5 0iΔx ) / cm

1 15. 9 3. 3

2 8. 0 0. 8

3 7. 2 0. 5

4 6. 8 0. 4
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Abstract　 In this paper, the range o f the redundant observ ation component fo r co rrelated

and unco rrelated observa tions is discussed, and the dif ference between the redundant obser-

va tion component and the internal reliabili ty is proved. Then, the further study on using the

problem o f reliabili ty indicato rs is taken, and when one mul tiple cor relation coef ficient is dif-

ferent f rom ano ther fo r co rrela ted observa tions. Thei r internal and ex ternal reliabi li ty indica-

to rs should be simultaneously considered. Finally , an actual ex ample o f GPS stop and go po-

si tioning is analyzed.

Key words　 correlated observ ation; redundant observ ation component; reliabi li ty indicator;

GPS stop and go po sitio ning
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