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地图手工数字化对点误差的统计分布
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摘　要　定义了对点误差 ,导出了统计分布密度和分布函数 ,给出了矩母函数、特征函数和数字特征 ,以及对

点误差及其投影分量和标准化分布。
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　　当前 , GIS的主要数据来源之一仍然是现有

地图的手工数字化。为了有效地控制数字化点的

位置精度 ,人们历来十分重视研究离散点的数字

化误差。但以往的研究大多局限于实验方法 ,例如

文献 [1～ 6] ,所得结论仅是数值或定性的 ,无法

揭示对点误差的本质。 本文从理论上探讨对点误

差的统计分布及其数字特征 ,以便为生产中正确

分析手工数字化误差奠定基础。

1　对点误差及其投影分量的定义

图 1中 P’ ( x’ , y’ )和 P (x , y )分别为某点

图 1　对点误差

Fig . 1　 Centering Er ro r

在地图上的位置及手工数字化后的位置。将 P与

P’点间的距离 R= |PP’ |定义为手工数字化对

点误差 ,它在 x、 y轴方向上的投影记为 Rx和 Ry。

显然 ,有:

Rx = x - x’ ,　Ry = y - y’

R = R
2
x + R

2
y

( 1)

　　由于 x 和 y均为随机变量 ,因而 Rx、 Ry和 R

也将是随机变量。 Bo lstad等人 ( 1990)
[6 ]
曾用实

验方法分析过 Rx和 Ry的经验分布。 尔后 , Cas-

pary & Scheuring ( 1993)
[7 ]
又从理论上进一步探

讨了 Rx和 Ry的标准化分布 ,而 R的概率分布将

是本文讨论的重点之一。

2　对点误差的分布函数和分布密度

　　由于对点误差 R的投影分量 Rx和 Ry服从正

态分布 [7 ] ,在 Rx和 Ry相互独立且方差相等时 , Rx

和 Ry的联合分布密度为:

f _ (rx , ry ) = exp{ - [ (rx - _ x ) 2 +

(ry - _ y ) 2 ] /( 2e2 ) } / ( 2πe2 ) ( 2)

其中 e
2
为 Rx和 Ry的方差。根据随机变量分布函

数的定义知
[8 ]
,对点误差 R的分布函数为:

F_ (r ) = 
K

1
2πe

2 exp{ [-
1
2e

2 ] [ (rx - _ x )
2
+

(ry - _ y ) 2 ] } drx dry ( 3)

其中积分区域 K为以 P’ (_ x ,_ y )为中心、 r为半

径的圆盘 ,即 ( r
2
x+ r

2
y ) 1 /2≤ r。 ( 3) 式经变量代换

后 ,再对 r求导数 ,略去中间推导
[ 9]
,得对点误差

R的分布密度:

f _ (r ) =

r
e

2 exp - r
2
+ _

2

2e
2 I0

_ r
e2

　　　　　当 r≥ 0时

0,　　　　　当 r < 0时

( 4)

而相应的数学期望和方差分别为:

_ R
_
= e π

2
( 1+ _

2

2e
2 ) I0 (

_
2

4e
2 ) +

_
2

2e2I1 (
_

2

4e2 ) exp(- _
2

4e2 ) ( 5)

e2
R
_
= 2e2 + _ 2 - _

2
R
_

( 6)
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其中 _ = _ 2
x+ _ 2

y 为对点误差中的系统误差部

分 , I 0 ( ) 和 I1 ( ) 为实变量的第二类 Bessel

函数 [10 ]。 当 _ = 0时 , ( 4)式简化为:

f (r ) =

r
e2 exp -

r
2

2e2 , 当 r≥ 0时

0, 当 r < 0时

( 7)

( 7)式即为 Ray leigh分布密度函数。这说明在只

有随机误差成份时 ,对点误差 R 是一个服从

Rayleigh分布的随机变量 ,其分布密度如图 2。

图 2　对点误差的分布密度

Fig . 2　 Centering Er ro r’ s Densit y Dist ribution

利用 ( 7)式可得对点误差 R的分布函数:

F (r ) =
1 - exp -

r
2

2e2 , 当 r≥ 0时

0, 当 r < 0时

( 8)

3　对点误差分布的矩母函数和特征
函数

3. 1　矩母函数

根据随机变量矩母函数的定义 [ 8]:

Jr ( t ) = E (e
tr
) ( 9)

又因对点误差 R为连续型随机变量 ,故有:

Jr ( t ) =∫
+ ∞

-∞
e
tr
f (r ) dr ( 10)

将 ( 7)式代入 ( 10)式后得:

　Jr ( t ) = exp e
2
t
2

2∫
+ ∞

0

r
e

2  

exp{ - (r - e
2
t )

2
/ ( 2e

2
) } dr

　　对上式作变量代换 (r- e
2
t ) /e= z ,有:

　Jr ( t ) = 1+ exp{e2
t
2 /2}et  

∫
+ ∞

0
exp -

z
2

2
dz +∫

0

-et
exp -

z
2

2
dz 　

( 11)

　　 顾及∫
+ ∞

0
exp - z

2

2
dz =

π
2
, 并 将

exp{- z
2 /2}按幂级数展开 ,代入 ( 11)式得:

　Jr ( t ) = 1+ exp{e2
t
2 /2}et [ π /2+

et - (et ) 3 /6+ (et ) 5 /40 - (et ) 7 /336+

… - (- 1) 3n+ 1 (et ) 2n+ 1 /( 2nn! ( 2n+ 1) ) + … ]

( 12)

上式即为对点误差 R的矩母函数。

3. 2　特征函数

仿证明矩母函数的方法 ,可得对点误差 R的

特征函数为:

　Hr ( t ) = 1+ exp{ ( iet )
2
/2}iet [ π /2+

iet - ( iet ) 3 /6+ ( iet ) 5 /40 - ( iet ) 7 /336+

… - ( - 1) 3n+ 1 ( iet ) 2n+ 1 / ( 2nn! ( 2n + 1) ) + … }

( 13)

4　对点误差统计分布的数字特征

4. 1　矩

将 ( 12)式的矩母函数对 t求各阶导数 ,令 t

= 0后可得下列 4阶以下的原点矩:

_ ’1 = J’
r ( 0) = e π /2

_ ’2 = J"
r ( 0) = 2e2

_ ’3 = J 
r ( 0) = 3e3 π /2

_ ’4 = J( 4)
r ( 0) = 8e4

( 14)

　　根据中心矩和原点矩之间的关系
[8 ]
,又可得

相应的各阶中心矩:

_ 1 = 0

_ 2 = _
’
2 - _

’ 2
1 = ( 2 - π /2)e

2

_ 3 = _ ’3 - 3_ ’2_ ’1 + 2_ ’ 3
1

　 = π /2(π - 3)e3

_ 4 = _ ’4 - 4_ ’3_ ’1 + 6_ ’2_ ’ 21 - 3_ ’ 41

　 = ( 8 - 3π
2
/4)e

4

( 15)

4. 2　数学期望和方差

根据随机变量数学期望和方差的定义 [8 ] ,可

得对点误差 R的数学期望和方差:

_ R = E (r ) = _ ’1 = π /2e ( 16)

e2
R = D ( R ) = _ 2 = ( 2 - π /2)e2 ( 17)

　　应当注意 ,尽管对点误差 R中的系统误差成

份 _ = 0,但由 ( 16)式知 R的数学期望并不为

零 ,而取值 π /2e。这似乎说明具有最大概率的

数字化点仍要偏离目标点。但事实上 ,数字化点的

散布中心仍在目标点上。下面从理论上解释这一

问题。为此 ,首先从另一种途径导出对点误差的分

布密度。

引入下列极坐标 (r ,h)变换:

rx = r cosh

ry = r sinh
和

_ x = _ co sh0

_ y = _ sinh0

( 18)
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则 ( 2)式的指数部分变为:

　 [ (rx - _ x )
2
+ (ry - _ y )

2
] /( 2e

2
) =

[r2 + _ 2 - 2r_ cos(h- h0 ) ] / ( 2e2 ) ( 19)

由于 ( 18)式的雅可比行列式:

　 J =
Lrx /Lr Lrx /Lh

Lry /Lr Lr y /Lh
=

cosh - r sinh

sinh r cosh
= r ( 20)

故随机向量 (R ,H)的联合分布密度为:

g_ (r ,h) = f (r cosh, r sinh)J =

r exp{ - 1 /( 2e2 ) [r 2+ _ 2 -

2r_ cos (h- h0 ) ] } /( 2πe2 ) ( 21)

　　显然 ,对点误差 R的分布密度就是 g_ ( r ,h)

沿 r的边缘分布 ,即有:

　 f _ (r ) =∫
2π

0
g_ (r ,h) dh=

(r /e2 ) exp{ - (r2 + _ 2 ) / ( 2e2 ) } I0 (_ r /e2 )　( 22)

这与 ( 4)式相同。而 g_ (r ,h)沿h的边缘分布 ,即

H= a rctan(ry /rx )服从 [0, 2π ]内的均匀分布。因

此 ,尽管对点误差的数学期望并不为零 ,但由于数

字化点还沿 h呈均匀分布 ,则对点误差分布密度

最大的数字化点将形成一个圆 ,圆心在目标点 ,半

径为 π /2e。 这样 ,对点误差分布密度最大的数

字化点的分布中心仍在目标点上。

4. 3　众　数

在 ( 7)式中 ,令 df (r ) /dr= 0,可得对点误差

R的众数:

M = e ( 23)

这说明 R的最大可能值等于坐标投影分量的标

准差。 又由 ( 16) 式知 ,_ R = π /2e≈ 1. 25e,因

此 ,对点误差的众数位于数学期望之左 ,如图 3。

图 3　R 的众数和期望的相互位置

Fig. 3　 Mutua l Position o f R’ s Mode and Expectation

4. 4　偏态参数和峰态系数

根据定义 [8 ] ,可得对点误差 R的偏态系数 V1

和峰态系数 V2:

V1 = _ 3 / [D (R ) ]
3
= [2(π - 3) / ( 4 -

π) ] π / ( 4 - π)≈ 0. 62 ( 24)

　V2 = _ 4 / [D (R ) ]
4
- 3=

( 32 - 3π2 ) / ( 4 - π) 2 - 3≈ 0. 27 ( 25)

　　由于 V1> V2> 0,因此 ,对点误差 R的分布是

正偏的 ,且较相应的正态分布尖瘦。

5　对点误差的标准化分布

对点误差投影分量 Rx和 Ry的方差样本估计

式为
[9 ]
:

e 2x = [1 /(n - 1) ] 
n

i= 1
(Rx

i
- _ x ) 2

e
 2
y = [1 /(n - 1) ] 

n

i= 1
(Ry

i - _
 
y )

2
　　　　 ( 26)

e xy = [1 / (n - 1) ] 
n

i= 1
( Rx

i
- _ x ) ( Ry

i
- _ y )

其中 _ x和 _ y分别为 Rx和 Ry的数学期望 _ x和 _ y

的估值 ,估计公式为:

_ x = ( 1 /n) 
n

i= 1
Rx

i
,　_ y = ( 1 /n ) 

n

i= 1
Ry

i
( 27)

　　利用 ( 21)式构成点位协方差阵估计式:

D
 =

e 
2
x e xy

e x y e 2y
= D
 1 /2 (D 1 /2 ) T ( 28)

其中 D
 1 /2
为协方差阵 D

 的 Cho lesky分解 ,且有:

D
 1 /2

= e 
2
x - e 

2
xy /e 

2
y e xy /e y

0 e y
( 29)

于是 ,D 
1 /2的逆阵为:

　 D
 - 1 /2 = [D 1 /2 ]- 1 =

1

e 2xe 2y - e 2x y

e y - e xy /e y

0 e
 2
x - e

 2
x y /e
 2
y

( 30)

　　利用 ( 24)式将由 ( 1)式求得的对点误差投

影分量向量标准化 ,得到一个服从标准化正态分

布的独立误差向量 Z:

Z=
Zx

Zy

=
1

D
 1 /2

Rx - _ x

Ry - _ y
～ N ( 0, 1) ( 31)

　　根据 i
2
分布的定义知 ,标准化的对点误差平

方量 Z
2
R服从 i

2
分布:

Z
2
R = Z

2
x + Z

2
y = Z

T
Z～ i

2
f ( 32)

其中 f = 2, E (Z2
R )= 2,D (Z2

R )= 4。而标准化的对

点误差 ZR服从 i2分布:

ZR = Z
2
x + Z

2
y ～ i2 ( 33)

其中 E (ZR )= π /2, D (ZR )= 2-π /2,这是 ( 16)、

( 17) 式中 e= 1时的特例。 上述 ( 31)、 ( 32) 和

( 33) 式 3种分布密度函数的图像如图 4。
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( b) i2分布和 i2分布

图 4　分布密度函数图像

Fig. 4　 Func tion Image o f Distribution Densit y

6　结　论

a. 当数字化数据中不含系统误差时 ,对点误

差服从 Ray leigh分布。 否则 ,服从分布密度为

( 4)式的广义分布。

b. 当数字化数据中不含系统误差时 , E (d )

= 0,这里 d = ( Rx , Ry )
T
,有Z

2
R= d

T
D
 - 1

d服从中

心 i
2
分布 ,而ZR服从i2分布。否则 ,将分别服从相

应的非中心分布。

以上两点可用于对手工数字化数据中是否含

有系统误差进行统计检验。
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The Statistical Distribution of Cross-point Centering

Error on Manual Digit izing a Map

Shi Wenzhong　 Liu Wenbao

( Departm en t of Land Surveying & Geo-Info rmatics , The Hong Kong Polytech nic Univ ersi ty, Hong Kong)

Abstract　 The mouse centering erro r associated w ith manual dig iti zing a map w as defined in

this paper. The stati stical distribution densi ty and distribution function w ere driv en. M ore-

over, moment g enerating function, characteristic function, digi tal characters, standard dis-

tribution and pro jection element of the error w ere discussed.

Key words　digi ti zing; centering erro r; projection element; probabi li ty dist ribution
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