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顾及模糊逻辑关系的稳健估计*

王新洲
(武汉测绘科技大学地学测量工程学院 ,武汉市珞喻路 39号 , 430070)

摘　要　首先给出了标准化残差受粗差污染的隶属函数 ,进而导出了观测误差与残差之间的模糊

逻辑关系 ,以及观测误差属于粗差的隶属函数。最后提出了顾及模糊逻辑关系的稳健估计算法。计
算结果表明 ,顾及模糊逻辑关系的稳健估计能有效地抵制粗差的影响 ,并能正确地定位粗差。
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对粗差的处理方法一般可归纳为两大类:一类是将粗差归入函数模型的均值漂移模型 ,另

一类是将粗差归入随机模型的方差膨胀模型。 这两种方法的缺点文献 [1]已有论述。 除 [1 ]

中论述的缺点外 ,这两种方法还有一个共同的缺点 ,就是将残差或标准化残差小于等于某一阈

值的所有观测值都看成是不含粗差的观测值的集合 ;而将残差或标准化残差大于这一阈值的

所有观测值都看成是含粗差观测值的集合。现设标准化残差 wi= 1. 999 999, wj= 2. 000 001,

当取阈值等于 2时 ,则判断结果为第 i个观测值不含粗差 ,而第 j个观测值含粗差。wi与 wj的

较差仅为 0. 000 002。这么小的差异 ,就得出绝然不同的两个结论。将观测值 Li和观测值 Lj划

分为两个绝然不同的集合 ,显然是不够合理的。

粗差是比随机误差大得多的一种异常误差。而比随机误差大得多 ,是一个没有明确外延的

模糊概念。模糊概念不能用普通集合描述
[5 ]
。 这就是为什么会出现上述不合理现象的根本原

因。既然普通集合不能用来描述粗差这一模糊概念 ,就应该用模糊集合来描述。基于这一思想 ,

本文导出了粗差的隶属函数 ,并设计了顾及模糊逻辑关系的稳健估计。

1　标准化残差受粗差污染的隶属函数

前已述及 ,粗差是比随机误差大得多的异常误差。对比随机误差大得多这句话 ,无法划出

严格分明的界限 ,使在此界限内都属于“比随机误差大得多” ,否则不属于 ,而只能说某一误差

属于粗差的程度是高还是低。这就是模糊集合的概念。 模糊集合可用隶属函数来表示。在构

造粗差的隶属函数之前 ,有必要先构造标准化残差受粗差污染的隶属函数。

设 S
～
是最大程度地受粗差污染的标准化残差 W的模糊子集。我们的论域为标准化残差的

绝对值 |W|。在论域上给定映射:

_ S

～
:|W|→ [0, 1 ] ( 1)

则说 _ S

～
确定了|W|上的一个模糊子集 S

～
,称 _ S

～
为 S

～
的隶属函数。_ S

～
( wi )表示 wi关于 S

～
的隶

属程度 ,即 wi属于 S
～
的程度 (wi为论域|W|的元素 ,则 wi≥ 0,下同 )。当 _ S

～
(wi )= 1时 ,wi完
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全属于 S
～
,即观测值 Li最大程度上受粗差污染。当 _ S

～
(wi )= 0时 ,wi完全不属于 S

～
,即观测值

Li完全没受粗差污染。 _ S

～
(wi )越接近 1, wi属于 S

～
的程度就越大 , Li受粗差污染的可能性就越

大。由误差理论知 ,当 wi < 1时 ,Li一般未受粗差污染 ;当 1≤wi < 2时 , Li受粗差污染的可能性

很小 ;当 2≤wi≤ 2. 6时 ,随 wi的增大 ,Li受粗差污染的可能性快速增大 ;当 2. 6 < wi时 ,Li受粗

差污染的可能性很大。但随 wi的增大 ,Li受粗差污染的可能性增大较缓慢 ,且隶属函数的图像

图 1

应以 1为渐近线 ,如图 1所示。根据图 1,我们

通过大量的试验 ,得出标准化残差最大程度上

受粗差污染的隶属函数为:

_ S
～

( wi ) =

0 wi < 1

1

1+
20+ wi

w
c2

i

wi≥ 1 ( 2)

式中 , c=
wi wi < 3

3 wi≥ 3
( 3)

　　当 w i = 1. 999 999 时 , _ S

～
( wi ) = 0. 363 635 35; 当 wi = 2. 000 001时 , _ S

～
( wi ) =

0. 363 637 36。显然它们受粗差污染的程度非常接近。这样就避免了上述普通集合的不合理现

象。 wi取不同值时 ,_ S
～
( wi )的值列于表 1。

表 1　 wi取不同值时隶属函数的函数值

wi 1 1. 2 1. 4 1. 6 1. 8 2. 0 2. 2 2. 4 2. 6

_ S
～
( wi ) 0. 045 45 0. 056 46 0. 078 36 0. 121 44 0. 206 33 0. 363 63 0. 597 14 0. 820 76 0. 944 43

wi 2. 8 3. 0 3. 2 3. 4 3. 6 3. 8 4. 0 4. 2 4. 4

_ S
～
( wi ) 0. 987 08 0. 997 61 0. 998 50 0. 999 02 0. 999 34 0. 999 55 0. 999 68 0. 999 77 0. 999 83

　　从表 1所列数据可以看出 ,隶属函数式 ( 2)的确具有图 1所示的特性。

显然 S
～
的补集 S

～

c就是最大程度上不受粗差污染的标准化残差 W 的模糊子集。根据模糊

补集的定义 ,可得标准化残差最大程度上不受粗差污染的隶属函数为:

_ S
～

c ( wi ) = 1 - _ S
～
( wi ) ( 4)

2　粗差与残差之间的模糊逻辑关系

2. 1　Δi为粗差的隶属函数

根据标准化残差最大程度上受粗差污染的隶属函数值 _ S

～
( wi ) ,只能粗略地判断观测值

Li受粗差污染的程度 ,还不能仅以此值来定位粗差。要正确定位粗差 ,还应顾及观测误差 Δ与

残差 V 之间的模糊逻辑关系 ,即当顾及所有观测误差对各个残差 vi的综合影响后 ,含粗差的

观测值的残差属于异常残差的程度最大 ;属于正常残差的程度最小。 若用 A
～
表示异常残差的

模糊子集 ,用 D
～
表示正常残差的模糊子集 ,用 G

～
表示粗差的模糊子集 ,则根据模糊逻辑关系 ,Δi

若是粗差 ,就必然存在 _ A

～
(vi ) 达到最大的同时 _ D

～
(vi )达到最小 ,并且 _ A

～
(vi ) 一定大于

_ D

～
(vi )。因此 ,Δi属于粗差 G

～
的隶属函数定义为:

339第 4期　　　 　　　　　　王新洲:顾及模糊逻辑关系的稳健估计　　　　　　 　　　　　　　　



_ G
～
(Δi ) =

0, _ A

～
(vi )≤ _ D

～
(vi )

_ A
～
(vi ) - _ D

～
(vi ) , _ A

～
(vi ) > _ D

～
(vi )

( 5)

2. 2　_ A

～
(vi )和 _ D

～
(vi )的确定

为了确定 _ A

～
(vi )和 _ D

～
(vi ) ,不妨回顾一下残差 V与观测误差 Δ的关系。由文献 [6 ]知:

V = - RΔ ( 6)

式中 ,R为可靠性矩阵 ,且

R = I - BN
- 1

B
T
P =

r 11 r12 … r1n

r 21 r22 … r2n

……

rn 1 rn 2 … rnn

( 7)

　　式 ( 6)表明 ,任一观测值含有粗差 ,都将污染每一个残差。 所以可靠性矩阵 R的第 i行 ,

描述了各个观测误差 Δj ( j= 1, 2, … , n)对残差 vi的贡献 ,即综合影响。为了统一各观测误差

Δj对 vi的贡献量度 ,我们根据可靠性矩阵 R定义相对贡献矩阵如下:

R =

r
～

11 r
～

12 … r
～

1n

r
～

21 r
～

22 … r
～

2n

……

r
～

n 1 r
～

n 1 … r
～

nn

( 8)

式中 , r
～

ij为相对贡献矩阵的元素 ,其值按下式计算:

r
～

i j = |ri j|/rmax ,　 rmax = max|rij|,　 i = 1, 2, … , n; j = 1, 2, … , n ( 9)

　　当所有观测误差 Δj ( j= 1, 2, … , n) 属于粗差时 ,它们对残差的综合影响导致残差为异

常残差。显然 ,观测误差 Δj属于粗差的程度越大 ,使残差 vi为异常残差的程度越大 ; r
～

ij越大 ,使

残差 vi为异常残差的程度也越大。于是为了描述所有观测误差属于粗差时对第 i个残差的综

合影响 ,可取相对贡献矩阵第 i行元素 r
～

i j的带权平均值。这样 ,对于 n个残差 ,就可以得到一

个使残差为异常残差的综合影响向量: T= ( t 1　 t2　…　 tn ) T。 由于 Δj属于粗差的程度越大 ,

其权越大。而 _ S

～
(w i )能粗略地反映 Δj属于粗差的程度 ,所以 Δj的权 p j与 _ S

～
(w j )成正比 ,即

p j= k_ S

～
( wj )。取 k= 1,则 p j= _ S

～
( wj )。 于是有:

ti =  
n

j= 1
rij_ S

～
( wj ) / ( 

n

j= 1
_ S
～
(w j ) ) ( 10)

　　同样 ,当所有观测误差 Δj都不属于粗差时 ,就可以得到一个使残差为正常残差的综合影

响向量: M= (m1　m2　…　mn ) T。由于 Δj不属于粗差的程度越大 ,其权越大。而 1- _ S

～
(wj )

能粗略地反映 Δj不属于粗差的程度 ,所以 Δj的权 pj与 1- _ S

～
( wj ) 成正比。 取比例常数为 1,

则 p j= 1- _ S
～
(w j ) ,于是有:

mi =  
n

j= 1
r
～

i j ( 1 - _ S

～
(w j ) ) / 

n

j= 1
( 1 - _ S

～
(w j ) ) ( 11)

　　有了相对影响向量 T 和 M后 ,就可以确定 _ A
～
(vi )和 _ D

～
(vi ) ,即

_ A

～
(vi ) = ti_ S

～
( wi ) ( 12)
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_ D

～
(vi ) = mi [1 - _ S

～
(wi ) ] ( 13)

3　顾及模糊逻辑关系的稳健估计算法

根据式 ( 5) ,能得到粗差的位置 (凡 _ G

～
(Δi )> 0的 Δi均为粗差 )。但当粗差较多时 ,由于粗

差相互影响 ,由式 ( 5)所确定的粗差位置未必个个正确。不过一般最大的 _ G
～
(Δi )所对应的 Δi

是粗差的可能性最大。 于是就可以根据式 ( 5)来设计顾及模糊逻辑关系的稳健估计算法:

① 按一般方法确定初始权矩阵 P;

② 进行最小二乘估计 ,同时计算残差 V、残差的协因数阵 QVV、可靠性矩阵 R和相对贡献

矩阵 R,再计算 e = V
T
PV /r和 wi= |vi|/e Qv

i
v
i ;

③ 找出最大的|wi|,并计算 e 0= (V
T
PV- piv

2
i ) /(r - 1) ,然后比较 e 与 e 0。如果|e |>

|e 0|,并且 |e |≥ 1,则令 d = 0. 674 5e 0。再计算|wi|= |vi|/ (d Qv
i
v
i
)。d 为或然误差 [8 ]。

这样做的目的 ,是因为当 |e |> |e 0|时 ,说明第 i个观测值可能含有粗差。 由于第 i个观

测值含有粗差 ,e 一般是 e0的有偏估计 ,且一定偏大。 而 d = 0. 674 5 ( V
T
PV- piv

2
i ) / (r- 1)

则是扣除了第 i 个残差影响的估计量。 由于粗差对其它各个残差都有影响 ,故

( VT
PV- piv

2
i ) / (r- 1) 仍是 e0的偏大估计。将其乘以 0. 674 5后 ,就成为扣除第 i个残差影

响的或然误差。或然误差比中误差受粗差的污染要小 ,尽管如此 ,用e 0算得的 wi仍不是标准化

残差 ,故本文称之为拟标准化残差 ;

④ 按式 ( 2)计算 _ S

～
( wi ) ;

⑤ 按式 ( 10)和 ( 11)计算 ti和 mi ,并按式 ( 12)和 ( 13)计算 _ A

～
(vi )和 _ D

～
(vi ) ;

表 2　观测值与路线长度

序号 1 2 3 4 5 6

h /mm 45. 2 265. 8 310. 3 - 26. 2 70. 8 336. 5

S /km 2 1 2 1 1 1

⑥ 按式 ( 5)计算观测误差 Δi属于粗差的隶属函数值 _ G

～
(Δi )。若 _ G

～
(Δi )全为 0,则转 ⑧。

否则继续执行 ⑦ ;

图 2

⑦ 选出最大的 _ G

～
(Δi ) ,并降 Δi的权 ,建议降权公

式用:

p
(k+ 1)
i = p

(k )
i ( ( 1 - _ G

～
(Δi ) ) /w

2
i )

2
,　 k = 0, 1, …

( 14)

其中 p
(k)
i 为第 i个观测值第 k次迭代的权。降权后转

② ;

⑧ 结束迭代 ,输出结果。

4　算　例

水准网如图 2所示 ,已知 HA = 10 0. 0 0m

(无误差 )。观测值及路线长度见表 2 (本例取自

[9] )。

在第 4个观测值上加上 6mm的粗差 ,则 h4

341第 4期　　　 　　　　　　王新洲:顾及模糊逻辑关系的稳健估计　　　　　　 　　　　　　　　



变为 - 20. 2。用它参加最小二乘平差后 ,得残差为:

　V = ( 1. 994　 - 0. 128　 2. 56　 - 2. 280　 - 1. 126　 - 1. 154)
T

Qvv =

　 0. 628 6 　 0. 142 9 - 0. 228 6 - 0. 200 0 - 0. 171 4 - 0. 028 6

　 0. 142 9 　 0. 214 3 - 0. 142 9 0 　 0. 142 9 - 0. 142 9

- 0. 228 6 - 0. 142 9 　 0. 628 6 - 0. 200 0 - 0. 028 6 - 0. 171 0

- 0. 200 0 0 - 0. 200 0 　 0. 200 0 　 0. 100 0 　 0. 100 0

- 0. 171 4 　 0. 142 9 - 0. 028 6 　 0. 100 0 　 0. 228 6 - 0. 128 6

- 0. 028 6 - 0. 142 9 - 0. 171 4 　 0. 100 0 - 0. 128 6 　 0. 228 6

e = V
T
PV /3 = ± 2. 954 6,　|e |> 1

W = ( 0. 851 2　 0. 093 6　 1. 095 4　 1. 725 5　 0. 797 1　 0. 816 9) T

最大的 wi为 w 4。

e 0 = (VT
PV - p4v

2
4 ) /( 3 - 1) = ± 2. 810 0

因|e |> |e 0|,所以令 d = 0. 674 5e 0= 1. 895 3。用 d 算得的拟标准化残差为:

W = ( 1. 327 0　 0. 145 9　 1. 707 6　 2. 689 9　 1. 242 6　 1. 273 5) T

_ S

～
(W ) = ( 0. 030 4　 0　 0. 079 6　 0. 948 7　 0. 026 2　 0. 027 6) T

_ S

～

c (W ) = ( 0. 969 6　 1　 0. 920 4　 0. 051 3　 0. 973 8　 0. 972 4) T

综合影响向量为:

T = ( 0. 614 8　 0. 044 5　 0. 638 3　 0. 592 9　 0. 314 3　 0. 322 1) T

M = ( 0. 376 7　 0. 407 3　 0. 407 1　 0. 257 9　 0. 387 4　 0. 385 0) T

则 _ A
～
(V ) = ( 0. 018 7　 0　 0. 050 8　 0. 562 5　 0. 008 2　 0. 008 9)

T

_ D
～
( V ) = ( 0. 365 2　 0. 407 3　 0. 374 7　 0. 013 2　 0. 377 3　 0. 374 4)

T

　　于是由式 ( 5)得 Δi属于粗差的隶属函数值为:

_ G

～
(Δ) = ( 0　 0　 0　 0. 549 3　 0　 0　 0) T

对 Δ4降权: p4 = 2[ ( 1 - 0. 549 3) /2. 689 92 ]2 = 0. 007 8

利用权阵 p= diag ( 1　 2　 1　 0. 007 8　 2　 2) 再进行最小二乘平差 ,得:

V = ( - 0. 263 6　 - 0. 128 6　 0. 307 8　 - 5. 666 8　 0. 003 2　 - 0. 025 4) T

e = V
T
PV /r = ± 0. 386 9,　|e |< 1

W = ( 1. 024 8　 0. 718 5　 1. 196 6　 1. 297 6　 0. 019 5　 0. 153 9) T

　　因为 |e |< 1,故不需要计算 d 。于是 ,

_ S
～
(W ) = ( 0. 019 6　 0　 0. 024 3　 0. 028 8　 0　 0)

T

_ S

～

c (W ) = ( 0. 980 4　 1　 0. 975 7　 0. 971 2　 1　 1) T

T = ( 0. 279 6　 0. 090 6　 0. 282 3　 0. 698 1　 0. 050 5　 0. 049 6)
T

M = ( 0. 252 8　 0. 226 6　 0. 253 0　 0. 497 6　 0. 207 5　 0. 204 2)
T

_ A
～
( V ) = ( 0. 005 5　 0　 0. 006 9　 0. 020 1　 0　 0)

T

_ D

～
( V ) = ( 0. 247 8　 0. 226 6　 0. 246 9　 0. 483 3　 0. 207 5　 0. 204 2) T
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_ G
～
(Δ) = ( 0　 0　 0　 0　 0　 0)

T

　　由于 _ G

～
(Δi )全为 0,故结束迭代 , - v4即为 Δ4的估值。 - v4= 5. 7mm,与加上的粗差

6mm近似相等。

5　结　论

通过以上讨论 ,可得如下结论: 1)粗差属于模糊概念 ,不能用普通集合描述 ,必须用模糊

集合来描述粗差。 2)本文给出的标准化残差最大程度上受粗差污染的隶属函数 _ S

～
(wi ) ,能客

观地反映标准化残差属于粗差的程度。 3)本文设计的稳健估计算法 ,顾及了观测误差与残差

之间的模糊逻辑关系 ,是在粗差得到准确定位的前提下计算其等价权的 ,所以能更好地抵制粗

差的影响。
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Robust Estimation Considering Fuzzy Logical Relationship

Wang X inzhou
( Sch ool of Geo-science and Surveying Engineering, WTU SM, 39 Luoyu Road, Wuh an , China, 430070)

Abstract　 By analy zing concept of blunders, this paper points out tha t blunders are

fuzzy concept. Fuzzy concept can no t be simply described by o rdina ry set. It only

can be described by fuzzy set. Therefo re, based on the fuzzy logical rela tionship be-

tw een observ ation erro rs and residuals the membership function of blunders has

been presented. At last the algo ri thm of robust estimation considering fuzzy logical

relationship has been designed. It is show n that the robust estima tion considering

fuzzy logical relationship is mo re effectiv e to repress the influence o f blunders and

more correct to locate blunders.

Key words　blunder; robust estimation; fuzzy set; fuzzy logical relationship
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