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分数布朗运动的小波分析
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摘 要 给出了分数布朗运动的连续和离散小波分析
,

讨论了有关的性质
,

并将结果用于分维估

值
、

分数布朗运动小波变换系数的相关性研究等方面
.
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本文所依据的小波分析理论的主要结果是
:

对于胳的全体二进区间 I ~ 〔K 2/ , ,

k( 十 l ) 2/
, )

( J
,
k任多 )所组成的集合了

,

存在小波函数 抓x)
,

且具有足够强的光滑性
; 它本身与它的导数在

无穷远处速降 (甚至可要求它本身有紧支集 )
,

具有高阶的消失矩
;
其 oF ur ier 变换集中在原点

附近
,

使得 咖 (幼 一 2边袱 2j : 一 k )
,

即由 功进行平移与展缩所得到的函数系 <咖}
`。 , ,

构成 尸 (器 )

的一组完备的正交基 (小波基 )
,

它是大多数已知的 aB an hc 空间 (口
, l < , < co

;

aH
r
dy 空间 lH

;

B M O ,
so olb ve 空间 H

· ; E七s o v 空间 匆
,

1 < p
,
q ( co

,
rT 记 be 卜 iL oz kr in 空间冲

,

1 < 尹< co 等 )的无条

件基
。

对这组正交基 物
,

不仅可以进行频谱分析
,

逐项微分与积分
,

还可以进行局部分析
。

1 分数布朗运动

分数布朗运动 fB m 是一个零均值的非平稳高斯随机函数
:

B H
( t ) -

_
, _ _ .

1
、

1
`

LH 一 二二~

)
乙

〔
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_ ( }卜
·
.

一
:

一
)` B (· , +
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“一 ,

“ 一 ` /2` B`· ,〕

其中
, B (` ) 是通常的布朗运动

,

0 < 万 < 1 , I’ ( : )是 o a m m a 函数
。

易知
,

fB m 的自相关函数为
:

R a ,

( t
, S ) 一 E ( B

。
( t ) B

,,
(
s
) ) = V

。

〔 1t l
’ H

+ 卜 } 一 }t 一
5

1
’ H

] / 2 ( 1 )

式中
,
V

B
= r ( 1一 2万 ) e os ( : 厅 ) / : 万

。

从 ( 1) 式可以知道
,

fB m 不是一个平稳过程
。

但是
,

fB m 的增量是一个平稳过程
,

即对任何

尺度参数
a > 0和时间 t ,

( B
。
( t +

a ,
) 一 B 。

( t ) ) = (
a H B ,

( T ) )
,

( = 表示等分布 )

fB m 的最本质的特征是它构成的图形具有统计意义上的 自相似性
。

其分维值 刀可由下式

确定
:

刀 一 。
+ 1 二 万 ( 2 )

式中
, 二

是拓扑维数
。
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2 f B m 的连续小波分析

根据引言中的结果
,

对于给定的尺度
。 ,

可以得出分数布朗运动 B 。
(t )的连续小波变换

:

l r + 加 n

_
碑

尸” , 一 、 二 I ” z 、 2 0 ` 、 1

l a ~ 、 乙 一 a 少 ~
- -二二二 打 刀 ,, 、 S j q 又

—
少Q S

月, 1 . 甲 户 .

犷 a J 一 伪

( 3 )

其中
,
g ( t )是一分析小波

,

其 F o u r ie r
变换 ` ( w )满足

:

e ( 。 ) 一 。 ,

{
+ 一 }。 ( w ) 一

:

瞥 < co
, 。 , 。

J O 伴

( 3) 式表示了 B, (t )在 g (t )函数的不同尺度
。 和平移 t 上的投影

。

下面考察 aT
,
(t

, 。 )的自相关函数
:

R
, ,
( t

, s ; a ) 一 E ( T
a ,

( t
, a ) T

a ,
( S

, a
) )

,

注意到 G ( 0 ) ~ 0 ,

由 ( 1 )式可得出
:

(a 是给定的尺度 )

广+ 的 产
_

0

“ , H L`
,

” “ 少

一
气F “

/ 乙 ’ a “ “
” 」

_ _ 儿 “ 一
~

- 云, ’ I` l“
`

“ ` ( 4 )

其中 儿 (了 ) 一少
一 _ g ( “ ) g ( 0 一 了 ) d o

从 ( 4) 式看到
,

aR
,

(t
, 。 ; 。 )是 t 与

。
的函数

,

只与 t一
。

有关
,

也即只与时间间隔有关
。

所以
,

在

尺度一定的情况下
,

几
,
(t

, 。 ) 是平稳过程
.

这是分数布朗运动的连续小波变换的一个重要性

质
,

它提供了一条将非平稳过程的分数布朗运动转化为平稳过程进行研究的途径
。

利用 ( 4) 式还可进行分维估值
。

当 t一
。

时
,

; · ,

(`
, ` ; · )

一
( 。

·
/ 2 )

一丁
一 。 2

一 。一 。 ,

/ 2 )

丁

+ 。 ,

- 仁狱 ,

+ 的

一
咤, ,

儿 ( , ) 卜 }
Z H
d ,

f
`
l
` “

」
一 _ g ( “ ) g ( “ 一 ` ) d似 了

此时
,

(一 V·
/ 2 )

丁士二
卜一
丁士二

, (” , , `”
一

, `” ` · 是常数
,

设其为 一 贝̀有
:

R a ,

( t
,
t ; a ) = ca Z“ + `

( 5 )

( 5) 式中两边取对数
:

ls R 。 ,

( t
,
t ; a ) = ( ZH + 1 ) l g

a

+ ls C
( 6 )

在不同尺度
a `

下
,

计算 R
a ,

( t
,
t ; a `

)
。

可以得到点对 (
a ` ,

R
a ,
(`

,
t ; a

.

) )
。

再根据 ( 6 )式进行最小

二乘拟合
,

即可得到 H 值
,

从而根据 ( 2) 式
,

得到分维值 D
。

3 f B m 的离散小波分析

令

设 N (叻是丫个正交的多尺度分析
, 甲〔 户 (助

,

且 尹满足双尺度差分方程
:

, (` ) = 名 e
.

, ( 2` 一 。 )

功(` ) 一 习 (一 1 )
·

C卜
.

, ( 2` 一
,
)

,

` (` ) 一 2一 ` ,功( 2一 ` 一
。
)

。
, :
任弓

,

可以证明
,

(人 )二
〔 :

构成 口 (助的标准正交基
.

当序列 {C
.

}有限时
,

相应的小波 袱 O具有有限支集
.

此时
,

袱 O至少存在一阶消失矩
,

即
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r+加

」
_ _t’ 功 (` )d` 一 ” ,

, 一 1
,

2
, ” ` , ”

由 甲 ( O
、

功( O及序列 (仇 }的上述性质可以得出
:

s因 n {Z
J , ,甲 ( Z

J`
一 。 )

,

, 任 5 } = ① 印 a n { 2
, ` ,护( 2

, , , t 一 二 )
,

m 任 5 }

这样
,

可计算出 B
。
(t ) 于尺度 2 ,

的离散小波变换系数
:

b ( j
, m ) ~ ( B

H
( t )

,

Z j / 2叻( 2 , t 一 二 ) )

及其多尺度逼近的广义 oP ur ier 系数
:

一 2 , / 2

{士二
B· “ ,“ 2’ `

一
’ “

_

r+ ,
a ( j

,

m ) 一 (刀
H
( ` )

, “ , “ , ( “
’ ` 一 , ) ) 一 “ ,` “

{
_ _ 刀H

( ` ) 甲 ( “
,` 一 m ) d`

由于对于任意有限整数 J
,

( Z
J / 2甲 ( Z

J `一二 ) } U ( 2 , / ,功( 2 , t一 , ) }界
,

是 乙 2
(席 )的正交基

,

所以

召 ,
( t )可以写成

:

。 ,
(` ) 一 2 , , ,

习
a ( J

,
m ) , ( 2“ 一 , ) + 习 习 2 , , ,。 ( j

,

, )护( 2
, ` 一 , ) ( 7 )

j~ J . . 一 ,

( 7 )式即给出了分数布朗运动 , ,
( ` )的多分辨分解

.

对于 固定的 j
,

丈名 2j/
,。 ( J

,

m ) , (2
J`一

。 ) }即是 凡 ( t )的尺度为

似
。

2 , 的细节
,

而 `习 2 , /: 。 ( ,
,

, )护( 2“ 一 , ) }则是 。 ,
(` )的直到尺度 : `

的近

下面讨论有关性质
。

首先证明 b ( j
,

二 )是一个平稳过程
。

设 训 O 是具有紧支集〔一 k
: ,

k
:

」k(
, ,

k
:

> 0) 和 万 阶消失矩的正交小波
,

b ( J
,

, )的自相关函

数为
:

bR ( j
,
k ; , , , ) = 刀 [吞 ( J

,

, )` (几
, : ) ]

r + 仍 r + .

~ 2 ` j + ` , 1 2

1 } 刀 a 二

( s
, t )功( Z j t 一 仍 )功( 2

` s
一

:
) d dt

s

J 一。 J 一 二
行

二票
丝
%

下1

姿而 l
` ! d`

l
’ !

一:
一 ,` 一 : 一;

+ : 一 , 一 : 一 :
一
Z H

, (: ) , (
s ) d s

“
’

J一气 J 一、

一 V
o Z一 2,, , (

_

r
, .

_
` . 。 , 二 一 ,

= 一二犷一 石
~ -不不5丁厄Id ` 1 1乙十 艺厂

. ”
一 仍 l

` “
劝吸Z

J

一` 一 才) 功吸s ) d s

乙 ` J J

( 8 )

由于 袱O 具有紧支集
,

且 0 < H < 1
,

所以
,

凡 ( J
,

卜 ,
, 。 )对于一切 j 和 k妻 0 以及 m

、 :

都是有

限的
。

注意到对于固定的尺度 (例如 J一 k)
,

凡 (j
,

k ; m
, :
)是 }m 一

,

}的函数
,

故 以 j
, , )对固定的 j

是一个平稳过程
。

下面考察母小波 功(` )对 凡 ( j
,

k ; ,
, ,
)的影响

。

为此我们定义一个函数
:

, ( 2
,

一
` ) 一

丁
, ( 2

,

一
` ) , (

·
) d

·

( 9 )

利用 ( 9 )式
,

bR ( J
,

无 ; 、
, n
)可以写成

:

凡 ( j
,

k ;二
, ,
) -

一 V
H

2

2一 ZH j

2 ( J+ ` ) / 2丁t + 2 ,一 ’ , 一 二 }
Z H注 ( 2

,一 ` ; t ) d t

由于

{
。 d `

{
, ( Z j一坛 一 ` ) , (· ) d

一介叮
( 2

,

一
` ,

·

, “ , , (
·
,`

·

{
“

{琴
(

了
,` 2 ,一 ’ · ,一

’

`一 `” “ ` ,“ · ’ `
一

”
,

(仍 < ZM )

所以
,

如果 袱 O具有 M 阶消失矩
,

那么 A (2 j一 ` ; O 就有 2万 阶消失矩
; 且如果 护(t )具有紧支集

,

那么 A ( 2 ,一
` ; )t 也具有紧支集

。
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现考虑积分
{
了( ` + · ) , ( 2 ,一

` ) d` (· 为参数 )
。

可以证明
,

如果 , ( 2
,

一
` )具有 2。 阶消失

矩
,

f( t+ a) 是在 (A 2 ,一 ’ ; O 的有限支集
。

上 ZM 次可微的
,

则下列不等式成立
:

丁
了
( t +

a )入 ( 2
,一 , ; t ) d t l <

e s u p }旦三竺迎奥李卫 2 }
} d t

` ,
}

( 1 0 )

其中
, 。

是依赖于 袱O 的某常数
。

由 ( 1。 )式可知
,

当参数
·
增力。时

,

如果 .d
Z·
, (`+

· ) /d t
Z·

}迅速衰减
,

贝。 .
{
, (` + a ) , ( Zj一

O dt }也将随
a
增加而迅速衰减

。

这里
,

我们感兴趣的是 f( t + a) 一 }￡+ al
’ H

的情形
。

此函数不是 t 的处处可微函数
,

但是 只

要一
a 在 , ,

则 }t + aI
Z衬

对于变量 (t t任
、
)将有 ZM 阶连续导数

。

进一步地
,

当 az(
材 一泊 中

“ 趋于无穷

时
,

它的 ZM 阶导数亦将随之衰减
.

基于上述事实
,

我们可得 出如下定理
:

定理 设 凡 (t )是具有参数 H (0 < H < 1) 的分数布朗运动
,

袱O 是具有 M 阶消失矩的离散
_ _
二

_ _ _

二
_

.

_
_

r十 co _
.

正交小彼
,

且具有支集 L一 “ ` ,

论,

J
,

(无
` ,

几,

> ” )
,

随机过程 “ ( j
,

m ) 一 “ ’ ` “

{
一 _ 刀H

( ` )功( “
’ `一 m ) d`

,

则
,

( i )对于固定的 j
,

过程 2 , `万 + ` / 2场 ( J
,

, )是平稳过程
;

( 11 )对于 固定的 j 和 k
,

bR ( j
,
k ; 二 , 、 )随着

。 ( 12
一 , m 一 2一 ’ ,

1
2 ( H一 忍 , )衰减 (二

, 、
可任意 )

,

且

}2
一 , , 一 2一 ` :

}> m a x ( 2一
’
k
,

+ 2 一 `
k
: , 2一 ’

k
;

+ 2一 ’
k
Z
)

.

此定理结论 i( )可直接从 ( 8) 式证得
;
结论 ii( )的证明可根据以下事实

。

如果

! 2
一 ’ m 一 2一 ’ ,

} > m a x ( 2一 ’ k
,

+ 2一 `
k
: , 2 一 ,

k
,

+ 2一 ’ k Z )

则一 ( 2 ,一
’ ,
一二 ) 在。 ,

而函数卜+ 2 ,一
` : 一 nt l对任何 t任 ;

具有泰勒展开式 (s 为如 ( 9) 式所定义的

函数 注 ( 2 ,一
` ; t )的支集 )

。

此定理的详细证明从略
。

此定理说明
,

从计算的观点
,

处理 fB m 的小波变换系数比处理 fB m 本身要有效
。

对于任何

有限区间〔一 T
: , T Z

」( T
, ,

T
Z

> O )
,

分数布朗运动 B 。
(t )可分解成

:

N 2

B n
(` ) 一 习

a ( m ) , (` 一 m ) + 习 了丁石( j
,

, )功( 2
, t 一 m ) ( 1 1 )

(Jō卜1对解,̀一

. ~ .vl
j ) O

二

式中
, `。 〔一 : ! ,

: 2

〕 ; · (哪 ) 一

{士二
。 ·

(` ) , (卜
, ) d` ; 。 (少

, 。 )如定理所设
。

( 1 1) 式可 由规范化方法 (技术 )去建立
。

因为对于 .(s
,

O平面的任意有限区域
,

aR
,

(s
,

0 具有

有限功率
,

因此
,

它可以扩展到任意有限区域 I ~ { ( 。
,

O ; 一 T ,

簇 。 ,
t镇 T : ; T

, ,

T
:

> 0} 上
:

刀 2 份 2

;
。 ,

(
s , ` ) 一 习 习 .R ( ,

, :
) , (` 一 二 ) , (

S
一

”
)

. · 一 刀 1 . ~ 一 刀 1

份 - 解 2 ( j )

+ 习 习 习
2 , ` ,凡 ( j

; m
, n
)〔, (

s
一 “ )` (“ ,` 一 m )

. ~ 一一 j》 0 . - 一 解一 ( , )

M Z ( j ) 对 2 ( ` )

+ * (` 一
。
)功( 2

, s
一 m )〕 + 习 习

, ) 0 . ~ ( j ) 奋夯 0 - -

习
一 M一 (介 )

习鸣

2 ( , + ’ ) / ZbR ( j
,

无; m
, :
)护( 2

, t 一 执 )护( 2
, t 一

。
)

其中
,

一 T ,

镇 。 ,
t簇几

。

在 I 所包含的有限区间里
,

先计算变量
占

的小波变换
,

再计算变量 t 的小波变换
,

可求出

r十 co
」 ,

「十 co 。

八
· 、仍

’ “ 少 = J
一 _ 0 `

J
一 _ 八 B , 、 “ , ` 少 , 、 ` 一 仍少甲 、 谷 一

“ 少u `
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r+, r十 .

` ( j
, 无 , ,

, ” ) 一 ” , ` ,

」
_ _ d
tJ
一 _ R , ,

(
S , ` ) , ( S 一 “ )护(“ ,` 一 , ) d s

而 左。
( J声 ; m , , )可由 ( 8 )式计算

。

综上所述
,

不同尺度 fB m 的离散小波系数是相关的
,

它们的自相关函数以双 曲型衰减
,

其

速率大大快于 fB m 的 自相关函数的衰减速度
; 同时

,

我们也看到
,

在任意有限 区间上
,

处理过

程 。 (二 )和 b (j
,

二 )就相当于处理 fB m ,

而这些过程所具有的良好结构以及可产生小波分解等良

好性质
,

使得我们能够获得解决有关 fB m 的理论上和实际应用方面的间题 (如快速算法的设

计
,

fB m 的合成等 )的有效途径
.
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