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贝叶斯序贯平差
`

王新洲
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,

地球科学与侧 t 工程户院
,

武汉市路喻路 39 号
, 峨3 。。7 0)

摘 要 应用贝叶斯统计理论推导了序贯平差公式
。

按本文推导的公式进行贝叶斯序贯平差
,

得到

的未知参数 X 的贝叶斯估值与按经典序贯平差得到的结果完全相同
,

但单位权方差砂 的贝叶斯估值

却与按经典平差方法得到的结果相差一个因子
。

关锐词 贝叶斯统计 ,序贯平差 ,先脸分布 ,脸后分布

分类号 p Zo 7

1
.

贝叶斯估计原理与贝叶斯假设

贝叶斯统计的基本思想卜 ,]
,

就是将未知参数的先验分布与样本信息相综合
,

导出未知参

数的验后分布
,

然后据此验后分布作出统计推断
。

设未知参数 X 的先验分布密度为 武 X )
,

样本 (观测值 )L 对 X 的条件密度为 (P 引 X )
。

用

(j X IL )表示 X 对 L 的条件密度
,

即 X 的验后分布密度
.

于是 贝叶斯公式为
:

f ( X }L ) 二
, ( X ) P ( L }X )

丁一
` X , p ` L ’ ` ’ ` X

( l )

式中积分域 , 为参数空间
.

当通过观 测得到确 定的样本 乙后
, p ( L ! X ) 中的 L 就是常数

。

p ( L {X )可看成是未知参数 X 的函数
,

通常称为似然函数
,

用 l( X }L )表示之
.

又当取得了样本

L 后
,

( l) 式 中的分母是与 X 无关的常数
。

于是未知参数 X 的验后分布可写为7[J
:

f ( X ! L ) OC , ( X ) l ( X }L )
: ( 2 )

式中 oc 表示比例
。

在选择平方损失函数情况下
,

未知参数 X 的贝叶斯估值为
:

,一
E ( x .: ) 一

上
x , ( x }L ) d X

( 3 )

当对未知参数 X 一无所知时
,

X 的先验分布密度 以 X )称为无信息先验分布密度
,

此时

武 x )未知
。

在这种情况下
,

贝叶斯假设 武 X )应在 X 的取值范围内是
“

均匀
”

分布的
。

又由于对

X 一无所知
,

故设 X 在负无穷到正无穷之间取值
。

根据广义分布密度 1[J 有
:

, ( X ) =
e

或 , ( X ) co l ,

一 co < X < co ( 4 )

二
, ` J . , , .

_ _ _ _
` . _ _

_
. , _ _

.

_
, _ _ _

二
,

_
.

_ _
’ _ _ _ _

_ d X

如果参数的取值范围为 ( O
,

co )
,

例如 尹
,

则可令 X 一 Ian
Z ,

此时仍有一 co < X < co
。

因笼 -
卢 n 月 、

~ ~
” ` 一“

~
刁
. ~

z 甘 、 一

”
”

产 . 户 n 一 ’ 产 ,. 切 、
- - -

一
’
r . ” 寸 盯 切 ’ J 一

- - 一 ,

一 d少

奋
,

所以
,

.

。 ( a
:
) cc 粤 ( 5 )

将 ( 4) 式代入 ( 2) 式
,

得
:

f ( X } .I ) OC I ( X }L ) ( 6 )
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即在采用无信息先验分布的情况下
,

似然函数就是验后分布密度的核 [’1
.

2 贝叶斯序贯平差

设同精度观测值序贯平差的观测方程为
:

L .

+ d
.

~ 月. X
,

E ( d
.

}X ) 一 0
,

D ( d
.

! a
Z
) ~ a Z

I
.

( 7 )
L , + :

+ J
.
一 月。+ 一X , E (

, 1. + :

IX ) ~ 0 , D ( d
. + :

10
2
) 一 a z

l
. + l

当 k一 l ,

并单独平差第一组观测值时
,

由于此时对未知参数 x 无丝毫的了解
,

故可采用无信息

先验密度 ( 4) 式作为 x 的先验分布密度
.

假设观测值 L ,

在 X 和 沪 取确定值的条件下服从正态分布
,

即 L :

}X
,

砂 ~ N (A
; X , a ZI , )

.

于

是
,

由似然函数的定义知
:

`( x
, a Z

}:
1
) 一 ( 2· )一 (d· t a

Z , 1 )一 ` 2二 p〔一鑫
( :

1
一 , l x )

·
( :

:
一 , l x )〕 ( 8 )

式中 de t沪 I
;

表示矩阵 砂了
,

的行列式
。

为了推导公式
,

引入 x 的最小二乘估值
:

戈 = (乃I月
,
) 一

`月I乙
:

( 9 )

子
2
~ (乙

,
一

,
1
1

戈)
T
(乙

,
一 月1

戈) / (
: :
一 t ) ~ 叮 v

l

/ ( 。
:
一 t ) ( 10 )

将似然函数 ( 8) 式中指数部分的二次型展开
:

(石
:
一 月 ; x )

T
(乙

;
一 月: x ) ~ [ (乙

;
一 月,

戈) 一 刁 ,
( x 一 戈) ]

T

[ (乙
,
一 月;

戈) 一 月 ;
( x 一 戈) ]

一 (乙
`
一 月`戈)

T
(乙` 一 月 `

戈) + (尤 一 戈)
T月I月

:
( x 一 戈)

因为顾及 ( 9) 式有
:

( x 一 戈)月T (乙
,
一 月:

戈) ~ (乙
;
一 月 ;

戈)
T月`

( x 一 戈) 一 0

顾及 ( 1 0 )式有
:

(乙
:
一 月: x )

T
( .l

:
一 刁: x ) 一 (

: :
一 ` )舀2 + ( x 一 戈)

T月T月
;
(义 一 戈) ( 1 1 )

令
, ~ 1 / a Z , , ) 0

·

( 1 2 )

将 ( 1 1 )
、

( 12 )式代入 ( 8 )式
,

得
:

“ X , 丁

IL
I
, 一 ` 2· ,一

’ : , ’ ` 1” “ X p {一 音〔̀
,! `
一 ` ,“

’
+ ` X 一 “ ,

` ” `“
1` X 一 , , ] }

由于采用无信息先验分布
,

故 ( 4) 式是 X 的先验密度
。

又由于
了
也未知

,

故还应导出

验分布密度 , `· )
·

’

由 ( 5 )式并顾及 ( , 2 )式有 二 (

令
) cc · 。

因为 d (

令
) /d

一去
,

所以
,

l ~ 。

万气了 ) C〔 二—
, 了

,

户 U

了

将 ( 4 )
、

( 13 )和 ( 1 4) 式代入 ( 2)
,

得未知参数 X 和 ,
在 L

;

取确定值条件下的验后密度
:

一 : )于2 + ( x 一 戈)
T月I月

:
( x 一 戈 )〕}

令

r` X
, :
IL

I
, CC ` 2“ ,一

` , ` 1 , ,一 ` , x p `一 音[
`“ 1

b` = ( :
:
一 t )子

2

/ 2
,

口F` = 月IA
: ,

产 i
一 X

健:
= (。 ; 一 t ) / 2

( 1 3 )

,
的先

( 1 4 )

( 1 5 )

( 1 6 )

则略去常数因子后
,

( 1 5 )式可写为
:

·

, ` X
, ,
IL

`
, CC T,,

2+ ` : 一 ` e x p`一音[ 2”
:
+ ` X 一 , 1

,
` “ : “ X 一 , 1

, ] , “ , ,

将 ( 1 7 )式与附录中的 (B 1) 式相比较知
,

除比例常数处
,

两式相同
,

所以未知参数 X
、 ,
服从

正态伽马分布
,

即
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X
, 了 ~ N G (产

, ,

口
, , b : , 己:

)
一

( 1 8 )

由附录中的定理 4 知
, x 的边缘分布为多变量 t分布

,

即

X ~ ` (产
: , b :口

,

}注
: ,

2汪:
)

.

( 1 9 )

,
的边缘分布为伽马分布

,

即
了 ~ G ( b

: ,

J : ) ( 2 0 )

由附录中的定理 5 知
,

单位权方差 砂 服从逆伽马分布
,

即
a z

~ I召 ( b :
, d , ) ( 2 1 )

由附录中的定理 2 并顾及 ( 3) 式和 ( 1 6) 式知
,

未知参数 X 的贝叶斯估值及其方差阵为
:

戈
a ,
= E ( x }乙

:
) ~ 产 :

~ 戈一 口
: 刁I石

:

D*
a ,

~ D ( X }L
;
) =

2球
-

Z J i 一 2

。`。 :

一̀
:

~ 二于生
下户。

;

邢 l
一

`
一

`

( 2 2 )

由附录中的定理 6 知
,

单位权方差 az 的贝叶斯估值及其方差为
:

“
,
一 E ( a ,

IL
:
) = b: / (` : 一 1 ) = ( :

:
一 `)决 / (

: ;
一 卜 2 )

D (于落
,

}L
;
) ~ b资/ [ (`

:
一 1 ) , (汉

:
一 2 )〕 ( 2 3 )

一 2 (。
,
一 ` )子, / [ (

n : 一 卜 2 ) 2 ( ,
:
一 t 一 咬)〕

( 22 )和 ( 2 3 )式就是贝叶斯序贯平差中第一组观测值单独平差的公式
.

平差第二组观测值

时
,

未知参数 x 和 ,
的先验分布就是第一组观测值平差时的验后分布

。

于是有
:

, ( :
, ,
I:

:
) 二 ; “ , + ` 、 一 ` e x p <一 粤[ 2。

,

+ ( x 一 , ,
)

T。 : `
( x 一 , : ) ] }

`

第二次平差时
,

观测值 L :

的似然函数为
:

` X
, ` 1L

Z
,

、

一 ` 2” ,一
` ’ ` 2̀ ’ e x p [一 音

`吞: 一 ” : X ,“ L : 一 ,
ZX ,〕

于是
,

由 ( 2) 式得第二次平差时
,

略去常数因子后的验后分布密度为
:

了( x
, 了 10 2 ) cc

, : ` , + · : , , + ` t一 ` e x p 《一 粤[ 2。
:

+ ( x 一 ; ,
)
T
心:

`
( x 一 , :

)
一

”
’

2 `
一

` ’ 、
一 r

二 ` ,
二

+ (乙
:
一 月: x )

T
(乙: 一 月ZX )〕}

令
a 一 Zb` + ( X 一产

,
)
T
心厂

`
( X 一 拜 ,

) + ( L : 一 月: X )
T
( L : 一 A: X )

,

将
a 展开

,

得
:

a 一 Zb : + X T
心「

` X 一 ZX T
心f

` 产L

+ 产T口「
且产:

+ L百乙: 一 ZXT A百L : + XT A百月: X

一 Z b , 十 “ ,J
:

+ 可口尸产:

十 X T
(月百月

:

+ 口f ` ) X 一 ZXT (月百L
:

+ 心「
`产 ,

)

令 奋
2
一 (月百月

2

+ 心厂
`
)一

` ,
产2
一 仇 ( A百L : + Q厂 ,

,
)

,

如
:
~ 产`

一 产2

则
a
可表示为

:

a 一 2乙;

+ ( L
:
一 月2产2

)
T
(乙

:
一 月: 产2 ) + 彻沁厂

` A产:

+ ( X 一 声2
)
T
Q矛

`
( X 一 产 :

)

令 b: 一 [ Zb
:

+ (兀
:
一 月 2产2

)
T
( L

:
一 月2声 2

) + 八产盖心r
`△脚〕/ 2

d :
一 (

、 : + 2己,
) / 2

将 b: 代入
a
得

:

a 一 Zb: + ( X 一 产 2 )
T

口『
`
( X 一 产2 )

将 ( 2 7 )式和 ( 2 8 )式同时代入 ( 2 4 )式
,

得第二次平差时 X 和
,
的验后分布密度为

:

( 2 4 )

( 2 5 )

( 2 6 )

( 2 7 )

( 2 8 )

f ( x
, ,
I乙

:
) cc , “ , + `: 一 ` e x p {一 丢[ 20

2
+ ( x 一 * )

T。: `
( x 一 ; : ) ] }

`

( 2 9 )

显然
,

( 2 9 )式与 ( lB )式相同
,

也是正态伽马分布的密度
,

故 X
、 ,
仍服从正态伽马分布

,

即

X
, 了 ~ N G (产

: ,

Q: ,

b:
,

己: )
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、

所 以
,

由上述推导知
:

戈
a :
~ E ( x {兀

2
)

于落
:
一 E ( a

Z

1L
Z
)

群:
一 Q: (月百L : + 口r

`产 ,
)

= b: / (泣
:
一 l ) -

( :
:
一 : )云

,
+ 以 F : + 如麦心厂

`△产: } ( 3 0 )

112 + 111 一 t 一 2

式中 v :
= 击戈

B: 一 L Z ,

戈。 的协方差阵和韶
:
的方差分别为

:

几。
2己

:

Z J : 一 2

. `
_ , 。

b
,

b : U : / ` : = 二 , 一一二心:
=== a 各2心:

. 含一
1

( 3 1 )

n (云落: ) = `王/ [ (`
: 一 1 )

’
( d: 一 2 )〕 ( 3 2 )

一般地
,

令

矶+ ;
= 月一+ i

八 + :
一 .L

+ : ,

如
. + :

= 八 一 八+ : , k 》 l ( 3 3 )

有
:

仇+ :
= ( A卜

: 月, + ;

+ J
二 ) 一 二

,

脚 + :
~ 认 + :

( A称
i

几+ ;

+

b一+ :
一 ( Zb

.

+ F王沐
一
价+ :

+
’

如万干
:

劣
: △脚+ :

) / 2
, 己一+ :

=

“ , {
(“

.+ :

+ 2挤
.
) /2卜

( 3 4 )

于是有贝叶斯序贯平差递推公式
:

戈、
+ ,

~ 八+ ,
~ 吼+ :

(月`
: ` + ,

+ 带
`
脚 )

, 毛李 。 ( 3 5 )

`气
+ ,

~ b. + :

/ ( d
. + :
一 1 ) =

Z b. + F卜
;

凡+ :

+ △心
:

莎
几△八 + :

孙 ` + :

+ 2吐。 一 2

, 几 ) 0 ( 3 6 )

注意
,

当 k一 O时
,

由于使用了无信息先验分布
,

有 内 = 0
.

此时可补充定义 b。 = O
, △产: = 0

。

由以上推导知
,

贝叶斯序贯平差递推公式 ( 3 5 )式和 ( 3 6) 式仅适用于同精度独立观测值的

情况
。

而在实际工作中
,

更多的是不同精度甚至是相关观测值的情况
。

在这种情况下
,

作如下

变换
,

可将它们转化为同精度的独立观测值
:

.P 一 认研
, 月.

~ 研风
, L .

二 研艺
. , V .

= 研矶
, 惫 ) l ( 37 )

式中 G
.

为下三角阵
,

通过对 p .

作乔勒斯基分解而得
。

2
. 、

万
.

和 风为实际的观测值
、

设计矩阵和

改正数
。

作此变换后
,

可得
:

口
,
= (万

, T o ,

研万
,
)一

`
= (两

: T P ;
万

`
)一

’ ,

认 + :
= (万升

,
.P + ,

万
. + :

+ Q;
`
) 一

` ,

k ) 1 ( 3 8 )

戈
a . + ,

= 脚 + :
一 (不

:
凡+ :

万
. + ,

+ 。厂 ,
)一

,
(万称

,
凡+ ;

忑
. + ,

+ “
` ; .

)
,
k ) o ( 3 9 )

权
十 】
一

应用下列矩阵恒等式 .t]

(月T P A

2石.

+ 碑 + ; p ` + :
犷

. + :

+ △产蕊
:

莎
`八脚 + :

洲 . + :

+ Zd
.
一 2

,
k 共 0 ( 4 0 )

+ Q
一且
) 一

`月T P ~ Q月
T
( AQ月

T
+ P 一 二

) 一
二

( A
T P A + 心一

`
) 一

二
~ Q 一 口A T

( A口月
T

+ P一 `
) 一

`
A口

( 4 1 )

则 ( 39 )式可变为
:

戈
a` 十 ,

~ [认 一 。 .

风十 ,
(万

. + ;
. 不

:

+ p口
`
) 一

` A .十 ,
Q

.

] (万孔
: p . + :

乙
. + :

+ 饭
`脚 )

一 戈
, .

+
,

仇万耳
`
(万

。十 : 。 .
万耳

*

+ 户口
:

·

) 一
`
(乙

. 十 ;
一 万

·十 `
戈

, .

)
( 4 2 )

显然
,

( 4 2 )式就是文献 [ 1 0〕中 ( 6
一

4
一

1 5 )式在 B .

~ 一 I , 时的形式
.

由 ( 4 1 )式的第二式有
:

心
. + :
一 仇 一 认可+ ,

(万
. + ,

Q
.
万称

:

+ p口
;
) 一

`
风 + ,

Q
.

`

( 4 3 )

( 4 3) 式就是文献【l叼中 ( 6
一

4
一

1 6 )式在 氏 ~ 一 1 . 时的形式
。

可见贝叶斯序贯平差与经典序

贯平差所得到的未知数 X 的估值及其协因数阵完全一样二但比较 ( 4 0 )式与文献【1 0] 中 ( 6
一

4
-

1 3) 式知
,

单位权方差的估值不同
.

顾及文献【1叼中的符号与本文符号的含义知
,

它们的分子相
·

同
,

分母不同
,

且有
:
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于落
.十 .

雨不丁

名
, `

一

习
。

一
` 一 2

k ) l ( 4 4 )

3 算例与结论

本例取 自文献【1 2〕中的例【6
一

8〕
,

水 准网如 图 1 所

示
。

已知 H
,

= 5
.

0 0 0m
,

H 。
二 3

.

9 5 3 m
,

H
。
一 7

.

6 5 0m
,

观测

高差及路线长度见表 1
。

文献【1 2〕中将 7 个观测值一起

平差
,

其结果为
: 图 I

表 1

序 号 1 2 3 4 5 6 7

观侧高差 / m

路 线长度 k/ m

0
.

0 5 0 1
.

1 0 0 2
.

3 9 8 0
.

2 0 0 1
.

0 0 0 3
.

40 4 3
.

4 5 2

6戈 ~ ( 一 1
.

8 42 1 0
.

4 2 1 1 0
.

5 2 6 3 )
T ,

子
,
一 5

.

7 6 3 2

现将前 6 个观测值作为第一组
,

最后一个观测值作为第二组
,

按贝叶斯序贯平差
。

因为
UQO
ù

1 0

1

一 l

0 0
P -

一 1

0
一一

一.户U

ǐ les.eeweesesesesesseesseseeseseses

一 l

l
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.
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.

1 4 6 5 一 0
.

6 2 2 4 一 0
.

2 5 6 3 )
T

八此Q f
`人产: 一 0

。

5 4 4 2
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通过以上推导和计算可以看出
:

( )l 贝叶斯统计推断理论可以用来解决平差问题
,

尤其是当已知未知参数的先验信息时
,

更应该应用贝叶斯统计理论
。

( 2’) 当使用无信息先验分布时
,

在观测值 L 服从正态分布的假设下
,

未知参数 X 的贝叶斯

估值 戈
,

与经典的最小二乘估值完全相同
。

( 3) 单位权方差砂的贝叶斯估值 韶大于经典估值户
,

且 此/决~ ( 。一 ` ) / (
:
一 `一 2 )

.

当且仅

当多余观测数
, ( , 一 : 一 O大于 2 时才能估计单位权方差

。

当
,镇 2 时

,

端~ co
,

这说明任一平差

间题
,

当多余观测数
, 《 2 时

,

未知参数 X 的估值是极不可靠的
。

(的进行贝叶斯序贯平差时
,

第一组观测方程 (或误差方程 ) 中的观测值的个数
, ,

必须大

于未知数的个数加 2
,

即
: ; > `+ 2, 而不是经典序贯平差中的

, : > 少
`〕 .

分组时必须注意贝叶斯

序贯平差与经典序贯平差的这一差别
。

( 5) 本文仅导出了固定参数的贝叶斯序贯平差
.

对于可变参数的贝叶斯序贯平差
,

还有待

进一步探讨
。

附 录

A
.

多变 t
`分布

定理 1 设 k x l 的随机向量 Z = (z 二 : : ,

…
,
az ) T 服从正态分布 z ~ N (0

,
刀 )

,

其中 毛x 七阶矩阵 刃 为正定阵
。

又设随机变量 h~ 妙 (力
,

其中 y 为自由度
.

再设随机向量 Z 与随机变量 。不相关
。

如果下列变换

。 ~ 丫川刃
一
lI, + 脚

, ` ” 卜 …
,
k

所得到的随机向量 X ~ (二 : ,

…
, 。 )t 的密度函数为

:

P ( x 卜
.
刀

, y ) =
下脚 Z F ( (毛+ y ) / 2 ( d

e t刃一 ’ ) ’了:

, , z , I’ ( y / 2 )
[
下+ ( X 一 声 )? 刀一 ’ ( x 一 产) 〕

一 《 , + , ,了:

式中 声 ~ (两 )为 云x l 的向量
,

矩阵

定理 2 设 几x l 的随机向量

刃和 , 为参数
,

则称 x 服从多变量 `分布
,

记为
:

X ~ ` (月
,
刀

,
y )

x ~ ` (产
,
刀

,
护)

,

则 x 的期望和方差分别为
:

E ` X , 一 , , , > , ; D ` X , 一

六
“ , , > 2

( A I )

B
.

正态伽马分布

定理 3 设 X 为
: x l 的随机向量 X = (二 )

, ,

为随机变量
.

又设 X 在
,

取确定值的条件下服从参数为 儿
, 一 ’ Q 的正态分布 X~ N (产

, 二一 ’

仍 ; , 服从参数为 ` 、 ` 的伽马分布
,
~ 以 b

,

d)
,

则随机向量 (Z 尸
,

劝
,

服从正态伽

马分布
,

记为
:

X
, 了
~ N G (声

,

口
,
乙

,
球 )

且其密度函致为
:

p ( x
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,

。
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定理 确 设向量别尸
, , ) r 服从正态伽马分布 x
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~ NG (声

.

口
,
b

,

心
,

则 x 的边缘分布为多变量 `分布
:

X ~ t (产
,

阅 }“
.
2袱) ( B Z )

而
,

的边缘分布为伽马分布
,

即

丁
~ 口 ( b

,
招) ( B 3 )

.c 逆伽马分布

定理 5 如果随机变量
;

服从伽马分布
,

即
,
~ 以 b

,

心
,

则随机变量 , ~ l/
:
服从逆助马分布

,

记为
:
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梦 ~ G I(吞
,
建) ( C I )

其密度函数为
:

p (沙}b
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,
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