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摘 要 本文详细推导了一元 卜范极大似然平差的计算公式
。

在观测误差分布单峰
、

对称的条件

下
,

该法可同时确定参数估值户
、

厅。
、

尹
。

在忽略户的随机性影响时
,

本文还推导了 几的估算公式
。
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文献〔l] 根据偶然误差的基本统计特性推导 了偶然误差的分布密度函数—
p
一

范分布
。

对

于一元的情形
,

该分布 由 产
、 a 和 尹三个参数确定

。

退化分布
、

拉普拉斯分布
、

正态分布和均匀分

布都是该分布的特例 (分别对应于 尹~ O ,
, ~ 1 , 尹一 2和 , ~ + co )

。

当 尹从 0连续增加至 + co 时
,

它
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的峰态系数将由+ 。 连续减小到 一答
。

因此
,

对于一组只受偶然误差影响的观测值
,

如果服曰 J 一十
`

即 月 、

~
, 切

囚
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,

实际上只是对观测误差的分布作了单峰 (均匀分布除外 )
、

对称的假设
。

有了分布

密度
,

就可以用极大似然法进行参数估计
。

文献【2」曾对 p
一

范极大似然估计作过讨论
,

在那里 ,

是作为事先确定的数值
。

本文把 p 与 产
、 。 一起作为未知参数

,

推导其极大似然估值的计算公

式
。

这里只讨论一元问题
,

多元 p
一

范极大似然估计将另文阐述
。

1 一元 p
一

范极大似然估计的基本方程

设 L
.

“ 一 1 , 2 ,

…
, ,

)是 产 的一组独立观测值
。

L`

的先验方差为
:

。矛= a 若q`

式中 端为单位权方差因子
, q、 为 瓜 的先验协因数

。
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,
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似然方程为
:
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求解 ( 9 )
、

( 1 0 )
、

( 2 1 )各式即可得到未知参数的估值户
、

沙。 、

户
。

2 似然方程的解算

式 (9 ) ~ ( 1 1 )是一组非线性方程
,

可用迭代法解算
。

为 了书写简便
,

在以后的推导中
,

将未

知参数的估值记为 产
、 。 。 、

p
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首先联立求解 ( 9 )
、

( 1 1) 两式
,

然后用 ( 1 0) 式计算单位权方 笙因子
。

设在第 k 次迭代后已经
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。
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( 1 9 )

求解方程组 ( 1 9 )
,

如果 !△川
、

IA尹}小于给定的迭代阀值 ` 及
。 , ,

则停止迭代
,

此时可由 ( 1 0 )式求

出观测值的单位权方差因子
。

否则用 拜+ △产 ,

尸+ 八p 作为未知参数的近似值
,

重新计算 ( 1 9 )式的

系数阵及常数项
,

进而求解该方程
。

在计算式 ( 19 )的系数时需计算伽马函数
、

普西函数及其导数的值
。

这里给出其算法 3[]
。

2
.

1 伽马函数的计算

对伽马函数有斯特林公式
:

r(
: ) ~ 丫厄玉扩

一
扎一 l[ + 翁+ 漏

- 13 9
2 一 3

5 1 8 4 0

5 7 1x 一 4

二花下下下下下 十乙任己乙 O 乙 U

1 6 3 8 7 9
x一 5

2 0 9 0 1 8 8 8 0

5 2 4 6 8 1 9
x 一 6

7 5 2 4 6 7 9 6 8 0 0

5 3 4 7 0 3 5 3 1艺一 7

9 0 2 9 6 1 5 6 1 6 0 0
+

,

二

取上式前 7项
。

当 : > 20 时
,

可精确至 1 0一 5 。

如果
r

较小
,

可先计算 r x( 十 k)
,

然后 由伽马函数的递

推公式 r x( + k) ~
:

x( + l 》 二 (
二

+ k一 1 ) r x( )计算 r x( )
。

2
.

2 普西函数的计算

普西函数 由下式定义
:

, (· ) 一

晶〔
;· r (· )〕 - 厂 (

:
)

r (
二

)

且有渐近表达式
:
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x

) = I n (
x
一 1 ) 十 2 (

x
一 1 ) 1 2 (

x
一 1 )

2 1 2 0 (
x
一 1 )

` ( 2 0 )

当
劣
较大时

,

上式前 4项就可给出足够的精度
。

当
:
较小时可先由上式计算 尹 (x 十 k)

,

然后由下

式计算 , (
:

)
:

甲 (
x

)

.2 3 普西函数导数的计算

将 ( 2 0 )
、

( 2 1 )式分别对
:
求导得

:

昌 1

一 尹气x

十 k) 一 夕
了
丁一下

二石 ` 州广

( 2 1 )

侧 (劝 -
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2 6 (
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3 3 0 (
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5 + …
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+ k) + 又 刃一
井不

二石 、 石 宁
` /

-

现在将一元 p
一

范极大似然估值求解步骤总结如下
: 1

.

确定先验单位权方差因子 端
、

观测

值的先验方差
,

并计算 叭
。

2
.

确定未知参数的迭代初始值
。

可令 尹。一 2
,
群。即取其最小二乘估值

。

3
.

计算
v ` 、 a ` 、

刀
. 。

4
.

计算方程组 ( 1 9 )式的系数阵及常数项
。

5
.

解算 ( 1 9 )式
。

6
.

检查 A产
,
八尹是否小

于迭代阀值
,

如 △产或 八 , 大于阀值
,

重复 3
、

4
、

5步
。

7
.

由 ( 1 0 )式计算单位权方差因子的估值端
。

3 未知参数估值劝勺精度评定

把估值乡近似地看作不受观测误差影响的常数
,

将 ( 9) 式两边对 几 求偏导数
:
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习
。川 IJ
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应当指出
,

这里得到的好是近似的
,

它忽略了参数乡的随机影响
。

4 算 例

表 1 拉普拉斯分布观测值 表 2 正态分布观测值

0
.

3 7 4 4

一 0
.

3 5 6 6

0
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7 0 1 1
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9 13 5
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.

9 6 0 4
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.
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.
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.
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0
.

1 1 5 2

一 0
.

3 9 8 8

一 0
.

3 5 8 9

一 0
.

4 1 4 4

一 0
.

1 40 2

0
.

2 19 0

一 1
.

2 8 9 5

0
。

5 9 7 5

0
.

2 16 3

0
.

0 9 2 1

一 2
。

1 88 8

0
.

3 1 1 1

一 0
.

2 4 5 2

一 0
.

5 0 7 8

0
。

0 4 8 9

0
.

5 6 3 8

0
。

3 8 2 8

0
.

6 1 5 0

一 1
.

5 4 5 1

0
。

5 4 0 3

~ 0
.

3 6 5 5

一 0
.

4 1 1 7

2
。

5 33 0

2
.

2 76 2

4
.

7 73 0

一 1
.

1 37 7

一 1
.

6 9 2 5

1
.

6 0 8 2

一 0
.

8 0 3 8

一 0
,

1 3 5 6

一 0
.

6 2 1 7

一 0
.

0 6 2 1

一 0
.

1 9 6 1

0
.

2 0 8 4

0
.

3 4 8 3

0
.

0 6 4 1

0
.

0 0 3 5

一 0
.

1 4 9 3

2
.

2 4 4 2

0
.

12 2 5

一 2
.

5 2 7 4

一 1
.

6 9 7 2

一 0
.

2 0 6 2

1
.

6 2 1 9

一 1
.

5 8 0 3

0
。

1 9 9 1

0
.

7 6 2 0

1
.

2 2 0 2

一 0
.

5 0 7 5

0
.

3 0 7 2

一 1
.

1 1 7 0

一 0
.

3 7 1 2

2
.

2 7 0 1

一 0
.

7 9 3 3

0 3 9 1 9

一 0
.

6 9 9 2

1
.

1 7 9 8

一刀
.

3 8 6 0

一 0
.

1 0 9 2

1
.

2 4 2 4

1
.

2 6 2 7

0 0 1 9 7

一 0
。

4 3 6 4

一 1
.

48 85

一 0
.

3 86 2

0
.

5 2 1 1

一 0
.

1 33 4

1
.

8 2 1 4

一 0
.

22 4 4

0
.

1 44 6

0
。

2 47 8

0
。

7 40 7

一 0
.

55 8 8

0
.

0 49 6

一 2
.

4 47 1

0
.

6 4 40

一 0
.

19 0 3

一 0
.

15 5 4

0
.

2 4 5 3

一 0
.

3 0 2 0

0
。

12 9 0

一 0
.

45 8 7

1
.

2 9 0 3

一 1
.

15 2 5

0
.

7 8 3 2

一 0
。

10 6 2

一 0
.

05 4 4

一 1 5 5 3 2

一 0
.

1 7 5 2

一 0
。

3 0 9 1

一 0
。

22 9 1

0
.

32 6 9

0
。

4 4 57

1
.

6 5 8 2

一 0
.

7 19 3

一 l
。

5 2 5 7

一 0
。

13 8 2

一 0
.

14 18

一 0
。

06 7 9

0
。

02 6 9

一 1
。

9 1 07

一 0
。

5 3 4 1

一 0
。

10 2 3

一 0
。

3 3 8 1

一 1
。

12 36

一 1
.

18 7 9

1
.

09 2 5

0
.

30 5 7

一 0
.

65 3 0

一 0
.

7 9 19

1
.

09 3 4 5

一 0
.

5 1 32

一 0
.

8 1 4 0

0
.

0 0 80

一 1
.

0 7 7 7

0
.

6 7 6 7

一 0
.

7 6 2 1

一 0
。

5 2 1 1

一 l
。

7 3 4 0

一 0
。

1 1 3 3

0
。

3 0 4 0

1
。

5时 1

一 0
.

0 8 8 9

一 0
.

1 8 9 2

0
.

0 2 1 2

一 0
.

9 7 6 3

2
。

4 2 6 6

0
.

3 0 8 4

1
.

8 8 2 9

0
.

7 1 2 3

一 1
.

3 16 7

0
.

6 0 7 0

一 1
.

3 5 9 2

一 0
.

7 10 8

一 0
.

3 19 5

0
.

15 6 5

一 1
.

05 5 1

1
.

07 0 5

0
.

2 0 5 5

一 1
.

3 8 2 0

0
.

7 3 6 7

1
。

2 7 4 5

一 0
.

1 9 5 1

1
.

3 5 0 8

0
.

9 6 5 9

一 0
.

6 6 8 4

0
.

2 9 8 5

1
。

4 5 9 9

0
.

0 4 2 7

一 1
.

2 8 9 5

0
.

5 3 4 6

一 0
.

3 9 3 5

1
.

3 4 0 4

0 4 8 6 3

一 0
.

3 4 7 3

0
.

40 6 3

1
.

3 5 9 1

一 0
.

10 1 1

一 1
.

9 4 1 3

0
.

5 1 4 7

1
。

12 2 7

一 1
.

2 3 6 4

一 0
.

2 9 7 3

1
.

2 7 2 5

一 0
.

7 5 4 3

0
.

0 6 5 1

0
.

3 7 3 3

0
.

1 9 8 8

一 0
.

4 4 3 1

0
.

3 3 7 5

一 0
.

6 4 9 3

一 0
.

5 4 4 6

一 0
.

9 1 4 1

1
.

1 1 9 5

一 2
.

5 7 7 8

0
.

4 0 4 1

1
.

3 3 0 3

一 0
.

17 0 8

0
.

7 9 7 2

一 1
.

4 5 6 0

0
.

9 5 5 4

一 0
.

9 1 4 6

0
.

3 9 7 4

0
.

9 3 6 6

一 0
.

3 1 0 0

一 0
.

6 5 2 9

一 氏 1 0 7 0

2
.

3 8 5 6

0
.

5 1 2 3
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表 l所列的数据为来自拉普拉斯分布的子样 (产一 0
, a 一 l )

,

表 2所列数据是来 自标准正态分

布 N ( O
,

1) 的子样
。

把这两组数据看作观测值 (真值为零 )
,

用本文给出的方法
,

取前
滩

个数分别

进行平差
。

计算结果列于表 3
。

表 3 一元 卜范极大似然平差结果

拉普拉斯分布 正态分布
砚

— —
两

归
、 J气

户
,

J
民 J 民

户
气

户,

尹 产 叮 0 叮户 尹 产 叮 0 『户

1 0 3
.

6 1 9 一 0
.

5 2 4 3 0
.

9 9 9 7 0
.

1 7 8 8 1
.

2 08 9 一 0
.

2 7 1 6 0
.

7 7 1 5 0
.

1 9 4 0

2 0 1
。

3 2 8 0
.

1 6 3 7 1
.

0 2 7 7 0
.

0 8 9 2 3
.

2 61 5 0
.

0 0 5 8 0
。

8 8 8 8 0
.

0 7 5 5

3 0 1
。

2 1 4 0
.

0 6 5 9 0
.

8 9 2 5 0
.

0 8 5 8 3
.

1 21 5 一 0
.

0 0 4 4 0
.

8 8 0 5 0
.

0 4 6 6

4 0 1
.

2 2 2 0
。

14 7 3 0
。

9 6 1 2 0
.

1 9 7 5 2
.

1 58 5 0
.

0 1 0 0 0 8 3 1 6 0
.

0 2 1 2

5 0 1
.

1 5 9 0
.

1 1 46 1
.

1 6 6 6 0
。

6 0 1 1 1
.

5 10 1 一 0
.

0 8 5 9 0
.

9 6 7 6 0
。

0 4 8 3

6 0 1
.

1 76 0
.

0 4 9 0 1
.

13 9 7 0
.

7 4 4 8 1
.

5 73 7 0
.

0 0 2 3 0
.

9 6 1 7 0
.

0 2 1 8

7 0 1
.

1 55 一 0
。

0 0 8 1 1
.

0 6 2 2 0
。

0 0 3 3 1
.

9 57 7 一 0
.

0 0 5 2 0
.

9 6 6 4 0
.

0 1 3 8

8 0 1
.

1 65 0
.

0 0 18 1
.

0 2 6 7 0
`

0 2 7 2 2
.

06 9 3 一 0
.

0 3 7 4 0
.

9 7 2 3 0
.

0 1 2 2

9 0 1
.

1 6 1 0
.

0 4 8 9 1
.

0 1 0 1 0
.

8 3 5 4 2
.

1 13 3 一 0
.

0 4 0 0 0
.

9 4 8 4 0
.

0 1 0 7

1 0 0 1
.

1 57 0
.

0 0 7 8 1
.

0 0 7 9 0
。

0 3 2 3 2
.

0 07 6 一 0
.

0 0 7 5 0
.

9 6 0 0 0
.

0 0 9 6
. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . 目. .. . .. . . .. .

-
目. .. . . .. . . .. . .. . . ..

-
目

. . . . . . . . . . .. . . . . . . . . .

从表3可看 出
,

当子样比较大时
,

未知参数的估值户
、

户
、

沙。与其理论值是比较接近的
。

本文是在补宗侍教授
、

}巫三困教授
、

于正林 教授的指导下 完成的
,

在此谨致谢意
。
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