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非线性最小二乘平差迭代解法的收敛性

白 亿 同

摘 要

本文讨论 了非线性最小 二乘平差中高斯一牛顿 法和队尼 最小二乘法迭代程序的

收敛性问题
,

找 出 了影响收敛的 因素
,

给 出 了估算迭代程序收敛性的方 法
。
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引 言

本文从数学 角度讨论高斯一牛顿法和阻尼最小二乘法的收敛性
。

设非线性最小二乘间接

平差的误差方程为
:

V = f ( X ) 一 L ( l )

式 中 L 和 V 表示观汉少值和相应的改正数向量 ; X 表示未翩参数向量
, f是将 R

”

中的区域 D 变
口 义 l 口 x 1 1 X n

到 R ’

中的算子
,

m >
n 。

并假定权阵 p 为正定对称方阵
。

求方程 ( 1 )的最小二乘解的高斯 一

牛顿迭代程序为
:

X
k + : = X

、 一 〔 D f ( X 、 ) Tp D f ( X , ) 〕
一 ’ D f ( X 、 ) T p 〔 f ( X

、
) 一 五 〕 ( 2 )

k 二 。 ,
1

,
2

, …
。

X
。

为初始近似值 (简称初值 )
。

这里D (I X )表示 j( X )的导数
,

它 实 际 士

是雅可 比 叮a e o b i ) 矩阵
。

阻尼最小二乘法的迭代程序为
:

X
k + i = X

k 一 ( 卜、 I + D f ( X
k
)

T p D f ( X
、
) 〕

一 `
D f ( X

、
)

T p 〔 f ( X K ) 一 L 〕 ( 3 )

其中 I 为单位阵
,

;
k

) o
。

工

2 迭代程序的收放性定理

由文献 〔 3 〕知方程 ( 1 )的最小二乘解必定满足方程

D f ( X )
T P 〔 f ( X ) 一 L 〕 = 0 ( 4 )

_
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我们把方程 ( 4) 的解称为方程 () 1最小二乘解的驻点
,

当 }} v }} l
= v 毕 v 为凸泛 函数时

,

驻点 x .

就是 ( 1 ) 的最小二乘解 (即平差值 X )
。

设 X .

为方程 ( 1 )最小二乘解的驻点
,

假定算子 f定 义在 D c R
”

上
,

且在 闭 球 Q l(I x

一 X
.

}}成
r ) 二 D上二次可微

,

又 r a n k D f ( X . ) = n ,

并记 A ( X ) = D f ( X )
T p D f ( X )

,

我们有下

面的收敛性定理
。

定理 1 (高斯一牛顿法收敛性定理 )
:

若当X 〔 Q时 1} D
“
了( X l)I 蕊 K ( K为常数 ) 且有

K }} p l} 1} A ( X
.
)
一 `

日日f ( X
.
) 一 L !} ( 1 ( 5 )

则由 ( 2 ) 式给出的序列 { X
k

}局部收敛于 X气

证
:

由于 r a n k D I ( X 带 ) = n ,
A ( X . )正定

,

因 f ( X )二次可微
,

存在 X 命的闭球 9
。
仁 9

,

当 X

〔 9
。
时有 A ( X )正定

,

因而 A ( x )
一 ’

存在
,

故迭代程 序 ( 2 ) 在 9
。

内是有意义的
。

因为 D j( X )在 Q
。
上连续

,

故存在常数M > 0
,

当 x 〔 Q
。
时

,

有

l} D f ( X ) }} ( M

由条件 ( 5 )可知存在 6> o ,

使得闭球 Q :
l( ! X 一 X ,1 }镇 6) 二 Q

。 ,

且有

己( 〔 ( 11p 11 II A ( X . )
一 `

11 )
一 ` 一 K ll f ( X

. ) 一 L 11 〕 ( ZM K )
一 `

( 6 )

注意到 X 命
为方程 ( 4 )的解

「

,

则当 X
k

〔 Q
l

时
,

有

X
k + : 一 X . = X k 一 A ( X

k
)
一 `

D f ( X
k
)

T p 〔 f ( X
k
) 一 L 〕 一 X .

’

= A ( X
、
)
一 `

〔 D f ( X
k
)

,尸 ( D f ( X
、
) ( X

、 一 X . ) 一 ( f ( X
、
) 一 f ( X . ) ) )

一 ( D f ( X
k
)

T 一 D f ( X . )
r
) P ( f ( X . ) 一 L ) 〕

利用中值定理
:

1

X
k + 1 一 X ` = A ( X

七
,
一 `

〔 D , ( X
k
,
丁 p

J
( D了( X

k
,一 D了( X , + ` ( X

、 一 X . , ) )

( X
k 一 X ` )d` 一 (

I
D

’
了( X , + : ( X

、 一 X , ) ) ( X
k 一 X , ) d : )

r p ( ` ( X . ) 一 L ) )

1 l

= A ( X
k
,一 〔 D , ( X

、
,

T p

l J
D

’
, ( X

· + (` + “ 一 `” , ( X
k 一 X

·
, , ( 1一 ` , ( X

k 一 X
·

,
’
d“ d`

且

轰 J
D

’
, ( X

k + :
( X一 X 、

, ) ( X
、 一 X

·
,d“ ,

, p ( “ X ·
, 一 L ,

漆

( 0 ( t , s ,
0 ( 一)

于是得
:

】} X
k + : 一 X 份

}1簇 K }} p l} !} A ( X
、
)
一 ’

}} ( M 6 + }{ f ( X
. ) 一 L !} ) }1X

k 一 X .
!} ( 7 )

令

q = s u p 〔 K !1p .1 1, A ( X
k
)
一 ’

tl ( M 6+ j} f ( X
. ) 一 L 11) 〕

再利用 ( 5 ) 和 ( 6 ) 式即得 0 ( g < 1
。

由 ( 7 ) 式得
:

! IX
、 + , 一 X .

{】簇 口 }! X 、 一 X .
}} ( g r ( r ( 8 )

这表明当初值 x 。
任 Q

:

时
,

则对一切 k有 X
k
任 Q

, ,

即迭代程序 ( 2 ) 在 9
,

内是可实现 的
。

同

时由 ( 8 ) 得

!} X
、 一 X .

}}成 Q k

l} X
。 一 X 卑

1{ ( 9 )

因此
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lim X
k = X .

这就证明了序列 { x
k

}收敛于 X气 由 ( 9 ) 式还可以看出迭代程序 ( 2 ) 至少具有线性 收 敛

速度
。

若取乙
2

范数
,

则 }} A ( X , )
一 ’

}}
2 二 入

一 `
(入为 A ( x

,
)的最小特征根 )

,

于是得到如下推论
。

推论
:

若 当X 任9 时 !1D
Z

f ( X ) 11
2

< K ,

且有入> K Il p !}
2

Il f ( X
. ) 一 L 11

: ,

则由 ( 2 ) 式

给出的序列 { x
、

}局部收敛于 X气
、 ,

定理 2 (阻尼最小二乘法收敛性定理 ) : 若当X 〔 9 时 {}D
2

j( x )1l
,

镇 K ,

且有

K 11p l}
,

II A ( X . )
一 `

11
,

Il f ( X
. )

一 1
.

11
,

《 i ( 1 0 )

和
、
}为任意非负有界实数序列

,

则由 ( 3 )式给出的序列 { X
,
}局部收敛于 X气 其中p = 1 , 2 或

~
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( 5 )
、

( 10 )中的 K表示 1} D
2

j( X )I }在 。中的上确界
,

在第 4 节中给出了估算方法
。

3 对收放定理的分析

定理 1 中的条件 ( S )和定理 2 中的条件 ( 10 )是收敛定理中的关键性条件
,

因 x .
事 先 并

不知道
,

若 X
。
与 X .

的距离不太远时
,

可用 x 。
近似代替 X .

来进行估算
,

我们称这两个定理为

局部性收敛定理
。

从条件 ( 5 )( 或 ( 10 ” 可以得出如下结论
。

1
。

迭代程序的收敛条件 ( 5 )中含有 !1D
Z

f ( X ) {}
、

}} A ( X
. )

一 `

}}
、

I! f ( X
.
) 一 L I! 三 个

因子
。

其中 }}f( X 份

) 一 L }}表示观测值 的 精 度 ( 当X .
换 作 X

。
时

,

它也表示初值的精度 )
。

}} A ( X哟
一 ’

1}与一阶导数 D f ( x 勺 有关
,

它表示法方程系数矩阵 A ( X .) 对角占优 的 程 度
。

}} D
“
f ( X l) 1与二阶导数有关

,

按照文献 〔 3 〕的观点如果把 Y = 了( X )看作一个流形 (实为 ,

维空间中
n维超曲面 )

,

那么 !} D
2

l( X l) }表示超 曲面在 X . 附近弯曲的程度
,

对于它的影响我

们也必须认真考虑
。

条件 ( 5 )要求这三项都 比较小
,

但 它们之间又有一定的制约关系
,

如果

其中某两项较小
,

另外一项在遵从条件 ( 5 )的前提下可适当大些
。

例如
,

当平差问题的函数

模型是非线性形式时
,

须把它化为线性形式
,

如果略去的二次项系数都较小且法方程系数矩

阵中对角线远大于其它元素时
,

初值 X
。

的近似程度就可适当放宽些
。

2
。

若初值X
。
与 x . 相差较大时

,

可能有 X
。 〔 9

。 ,

ar kn (t X
。
) <

n的清形产生
,

这时法方

程系数矩阵 A ( X
。
)秩亏

,

即 de tA ( X
。
) 二 。 ,

使高斯一牛顿法失效
,

还有可能出现发散的情况
,

因
.

而不能采用高斯一牛顿法
,

而应考虑使用阻尼最小二乘法
。

文献 〔 1 〕中对此 有 详 细 论

述
。

一

孤、

孟

4 日D
2

f( x 川 的估算方法

1. A ( X
。
)
一 `

l,

IID
’
f ( X ) ! l

,

其中

阵 )

{} (I x “
) 一 L }I都比较容易求 解

,

在 这 里 我 们 取 X 二 X 。

来近似 计 算

D “
( X ) 是二阶导数

,

它是一个双线性算子
,

即有三个指标的矩阵 (立体

e
Z

f 、 ( x )

a x 1
a x j

九二 1 ,

.2
二
m

, 云,

夕= 1
,

.2 二 n _

泊\



取忍
2

范数时
,

有估计式

,̀”
2

“ ` , `,
2

、
〔
、

卖
。 、

!
’ / ’
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其中 A 、

表示矩阵 A 、 A畜的最大特征根
,

A 、 一

…
二 \

儿 = 1 , 2 , … ,

m

如果取`.

的范数时
,

则有估计式

D
Z

了(二 , }}
。

、 m a x

￡ 云 }
下早幸上

鱼一
一

’ 一 ` ’ 一 `

!
o x , o x ,

5 结束语

和

j卜 对收敛定理 的分析
,

使我们了解了影响最小二乘迭代程序收敛性的因素
,

为测绘工作布

网和成果计算提供了参考依据
。

根据已有观汉城果利用这两个定理也能对迭代程序的收敛性

及收敛速度进行估算
。

但这 两个定理是局部性收敛定理
,

当X
。
和 X 相差较大时定理 的 估 计

就不一定可靠
,

因而它们的应用具有一定的局限性
。

从 X 。
出发进行 估算的收敛性定 理 会 更

加切合实际
。
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