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顾及精度与可靠性的测量
*

控制网优化设计

李德仁 周勇前

摘 要

产

少
,

本文从 两个准则拒 阵

— 精度准则矩 阵与可 靠性准则矩阵 出发
,

导 出 了一种新

的刚量控 制 网优化设计方 法
。

利 用它不仅能实现 同时顾及精 度与可 靠性的二类优化

设计
,

还可进行 以 准则矩 阵为基础的一类优化设计
。

另外
,

这种 方法 可将一类
、

二

类设计问题 同时解决
,

从 而为测 量控制 网的混合设计开辟 了新路
。

【关键词】 优化设计 ; 测量控制 网 ;
精度准则矩 阵 , 可 靠性准则矩 阵
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长期以来
,

测量控制网的优化设计一直是测量学者感兴趣的研究课题
·

。

到 目前
,

这些理

论研究和实践经验已形成了一套经典的优化设计理论和方法
〔 ` ’ 。

经典的优化设计方法 主 要

以精度准则作为优化 目标
。

随着对系统可靠性问题的深入研究
,

目前 已有一些学者开始在 控

制网的优化设计中提出可靠性标准
’ “ ]

。

然而所提出的标 准仅仅局 限于在二类优化设计 中 顾

及系统的内
、

外 部可靠性
。

一方面
,

相对于系 统整体的可靠性而言
,

它不够完 善 ; 另 一 方

面
,

它没有顾及到!影响系统可靠性的另一个因素
,

即一类设计矩阵 的结构
。

文献 〔 2 〕所提出

的可靠性准则矩阵不仅包含有系统的内
、

外部可靠性
,

而且有粗差的可区分性
,

因此是一种

较完善的可靠性准则
。

本文从两个准则矩阵— 精度准则矩阵与可靠性准则矩阵出发
,

导出

了一种同时顾及精度与可靠性的测量控制网优化设计方法
。

另外
,

经典的优化设计理论被人为地分成 四类
,

自成体系
。

实际上
,

要设计出一个高质

量的控制网
,

不仅要有一个完善的观测纲要
,

还要有一个好的图形
。

因此有必要将图形设计

(一类设计 ) 与观测纲要设计 ( 二类设计 )结合起来
,

实现一
、

二类混合设计
。

本文导出的优

化设计方法可将一类
、

二类设计问题融为一体
,

从而为测量控制网的混合设计开辟了新路
。
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2 高斯一焉尔可夫模型及其解

线性的高斯一马尔可夫模型
可

E ( 乙) = A X , D ( 忑) = a 。 “
Q

, ; = a 。 “ p 一 `

( 1 )

通过矩阵分解

尸 = G T 。

G

及矩阵变换

= G
·

二 G
·丹 ( 3 )

一A一.

可变成

E ( 不 ) = A X ,
D ( 乙 ) = a 。 2 ·

I ,
p

( 4 )

其中
,

G是一个可逆的上 三角矩阵
。

很显然
,

模型 ( 1 ) 与模型 ( 4 ) 是等价的
。

模型 ( 4 ) 的最小二乘解为
:

A T A )
一 ’

A T 乙 ( 5 ) ~

喊
、

一一

<X

Q
, 人 = ( A T A )

一 ` D
入 , = a 。 “

Q
二 八

( 6 )

此处

_ _ T

O一 = I 一 A O
, ,

A
V V X X

O
八 。

为未知参数估值的协因数阵

( 7 )

O 一为残差 V 的协因数阵
。

3 精度准则矩障和可靠性准则矩障

协因数阵 Q
。 ,

描述了未知参数的精度特征
。

根据对控制网的精度要求建立 O
, ,

矩阵
,

则
X X X X

得 到精度准则矩阵 (在 以下讨论中用 c A
表示 )

。

如何设定精度准则矩阵已有很多文 献 讨 论

过
,

本文倾 向于选择具有 T一 K结构的精度准则矩阵
。

残差 v 的协因数阵 O一是 一个半正定 的对称幂等阵
,

其迹等于它的秩
,

也等 于 多 余 观
V V

测数
,

即

天

t r ( Q一 ) = r g ( Q一 ) = n 一 u = r ( 8 )

该矩阵的对角线元素
r ` = ( Q一 )

; ;

V V

直接反映了系统的内
、

外部可靠性 , 非对角线元素 O
-

( 9 )

一

反映了观测值 乙 。 , 艺 *间粗差的可
V

:

区分性
,

因此矩阵 O一被称为可靠 性矩阵
[ “ ’ 。

若矩阵 O 一具有较好的可靠性性质
,

则可作

为可靠性准则矩阵 (在以下讨论中用 C R

表示 )
。

可靠性准则矩阵是一个较特殊的矩阵
,

要设定一个可靠性准则矩阵必需满足
:

3
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( 1 )该矩阵是一个半正定的对称幂等阵
;

( 2 )该矩阵具有较好的可靠性性质
,

即

a , 、

该矩阵中各对角线元素
。 ;

相等
,

或

r
) : } r :

一 一一 }
`

n

b
, 、

p ; i ( 75 %0 (粗差可区分性大 于 95 % )
。

因此完全利用数学手段 构造可靠性准则矩阵是困难的
。

但是我们可以 从一个初始的 O竺
一

矩阵出发
,

采用适当的方法修改 O竺
一

矩阵中的元素
,

使
V V V V

得它具有较好的可靠性性质
,

但同 时又保证它是一个半正定 的对称幂等阵
。

作者已在另一篇

文章中详细讨论了这个问题
,

此处从略
。

4 顾及精度与可靠性的优化设计方法

所谓顾及精度与可靠性的优化设计
,

就是根据给定的精度准则矩阵 C 么

阵 C R

求解一类和二类设计矩阵A 和 p
。

其解法如下
:

第一步
:

将精度准则矩阵C A
按乔里斯基分解法分解

:

C 人 = L T .

L

式中
, L为上三角形矩阵

,

且
r g( L ) = “ 。

第二步
:

对称半正定 的幂等矩阵 (I 一 c , ) 按奇异值分解法分解
:

( I 一 C R
) = D

·

D T

及可靠性准则矩

少

( 1 0 )

( 1 1 )

式中
, r g ( D ) = r g ( I 一 C R

) = u ,

D , 。

D = I

U X n

且

( 1 2 )

城
了

苦

第三步
:

计算变换之后 的一类设计矩阵 A
。

根据矩阵正交三角分解的理论
,

可以证明矩阵 A 可由上述分解结果计算得到 〔 2 ’ ,

即
:

A = D
。

( L
一 `

)
T

第四 步
:

计算一类设计 矩阵A (即一类设计 )
。

根据式 ( 1 3 ) 及式 ( 3 )
,

可以得到

A = G
一 ` ·

A = G 一 ` 一

D ( L 一 `
) , ( 1 4 )

式中
,

矩阵G是 由矩阵 p分解而来
,

即
:

P = G T 一

G

通常
,

初始的权矩阵 P “ 二 I
。

第五步
:

根据客观条件修改矩阵A
。

有时候
,

由式 ( 1 4 ) 所计算出的矩阵A 在生产中无法实现
,

因此我们必须 根据客观条 件

修正它
,

然后得到一个修正后的一类设计矩阵 A
,

即
:

A 十 △A ~ 乡 A

第六步
:

计算权矩阵 p (即二类设计 )
。



根据式 ( 2 )
、

式

A T A

( 3 )
,

可以得到
:

= A T G T G A 二 A T尸A ( 1 5 )

令 N = A T A
,

代入式 (1 5) 中得到

A T P A = N ( 16 )

式 中
,

矩阵N可 由第三步中计算出 的万 矩阵计算得到
。

矩阵 A是第五步中修正后的一类设计

矩阵
。

因此式 ( 1 6) 实际上是经典的二类优化设计模型
,

可以利用传统的二类设计方法 “ I

计算出权矩阵 尸
。

第七步
:

根据客观条件修改矩阵 p
。

众所周知
,

根据准则矩阵的无约束最小二乘逼近法所计算出的权阵p 中
,

可能 出 现 负

权
,

零权或过大的权
。

这反映出所 设计 的观测方案无法实现
。

因此有必要札拒亥际情 况 修

改权阵 p ,

从而得到修改后的权阵
,

即
:

尸 + △P , 合 P

重复第四步到第七步
,

直到计算出的矩阵 A及 p均可实现为止 ( 即△A = O
, △p 二 O )

。

此时我们不仅得到
。

了一个良好 的网形
,

而且得到 了一个好的观测方案
。

可

5 数 例
训久

、

下面用一个平面交会的例子来验证上述方法 的正确性
。

从六个已知点交会一个待定点 B 的平面坐标 X 和 Y
。

观测值为方位角
,

边长以 k m为单位
。

首先
,

选择精度准则矩阵 C A与可靠性准则矩阵 C 。

如下
:

1 / 3)
八Ol/o沪.l.we月、

一一人
C

C : =

2 / 3 一 1 / 6 1 / 6 一 1 / 3 1 / 6

一 1 / 6 2 / 3 一 1 / 6 1 / 6 1 / 3

一/ 6 一 1 / 6 2 / 3 一 1/ 6 1 / 6

一 z / 3 1 / 6 一 1 / 6 2 / 3 一 1 / 6

1 / 6 1 / 3 1 / 6 一 1 / 6 2 / 3

一 1 / 6 1 / 6 1 / 3 1 / 6 一 1 / 6

一 1 / 6 “

1 / 6

l / 3

1 / 6

一 1 / 6

…
2 / 3夕

天

/1
.

|
||
.
|l

这意味着待定点 B的误差椭 圆将是一个圆
,

未知参数X 和 Y 的方差 龙
;:

以
=
时

二 叫邝

各观测值的多余观测分量
,

内
、

外部可靠性数值分别为
:

r , = r
/

n = 2 / s

V o 乙 、 = 5
.

0 6 a 。

a 。 . 1 = 2
。

9 2

由于此时改正数间最大相关系数为

}p }
二 . 二 二

50 %
件
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两个相差的可区分性
! ` ’
将是

( 1 一 r; , ) ) 9 9 % ( k
。 = 3

.

2 9 ,

6
。 = 4

.

1 3 )

因此平差结果将取得最好的精度与可靠性
。

现在我们根据所给定的 C A及 C ,

来计算矩阵 A及 p
。

第一步
:

将矩阵 C A
按乔里斯基法 分解

,

并得到矩阵 ( L
一 ’

) T 。

。
` = : 二 : =

f
L

1 / 3 0

0 1 / 3)
分解后可得

:

了了 0

了 3

尹.̀11.,、

T、 ,产.志
一L

了f、、

、 ....夕

一3

l/ 了了 0

0 1/ 了

产.̀...、

一一L

第二步
:

将矩阵 (I 一 C R
) 按奇异值分解

。

\ 1111|||we

…
. |

|ee|
/

少
( I 一 C R ) = D .,D

, =

1 / 3

1 / 6

一 l / 6

1 / 3

一 l / 6

1 / 6

1 / 6

1 / 3

1 / 6

一 1 / 6

一 1 / 3

一 1 / 6

一 1 / 6

1 / 6

1 / 3

1 / 6

一 l / 6

一 1 / 3

1 / 3

一 1 / 6

1 / 6

l / 3

1 / 6

一 1 / 6

一 1/ 6

一 1/ 3

一 1/ 6

1 / 6

1 / 3

1 / 6

1 / 6

一 1 / 6

一 1 / 3

一 1 / 6

1 / 6

1 / 6

/了

||
|
.

|
.
、
、

分解后可得
:

一 亿丁 / 2

一 了了 / 2

D = ( l/ 了 3 )

1

1 / 2

一 1 / 2

一 1

一 1 / 2

1 / 2

且 D , D =

!
1 0 )

4

l

0 1
,

、 、

…
|
.

/

又
/

了了 / 2

了 3 / 2

第三步
:

计算矩阵 A
。

根据式 ( 13 )
,

利用上述分解结果
,

1
.
.

孔les
.

es
. ..

f
J

/

可得到

0

A 二 D
·

( L 一 ’
)

T =

一 了了 / 2

一 了了 / 2

苦

了了 / 2

亿 3 / 2

1

1 / 2

一 1 / 2

一 1

一 1 / 2

1 / 2

第四步
:

计算一类设计矩阵 A
” 。



首先
,

选择一个初始的权矩阵 p “ ,

一般

P o = I ,

将其按乔里斯基法分解后可得出矩阵G “ 。

P O = G o T 一

G O = I

6 X 6

则

, 丫

G o = I

6 减 6

由式 ( 14 ) 可求解

/

l

{
` 。 = G

。 一 ’

又 =

…
一了 了 / 2

一
了了 / 2

了了 / 2

了 3 / 2

1

1 / 2

一 1 / 2

一 1

一 1 / 2

1 / 2

根据此交会问题误差方程式的系数计算式
:

.d , 6

天a ; 二 一 s i n a ,
/ s

b ` = e os a `

/
s ,

对照矩阵 A “
可得到

:

}
图 1

5 1 = 1 k m

a , = 0
0 ,

6 0
。 , 1 2

0 。 一 18 0 。 , 2 4 0
0 , 3 0 0

0

参照图 1可看出
,

六个已知点应均匀分布在半径为 1 k m长的圆周上
.

,

待定点 B为圆心
。

第五步
:
修改矩阵 A

” 。

实际上
,

矩阵 A
。

所 对应的交会图形是很难实现的
。

特

别是六个已知点均匀分布在一个圆周上 (即各段距离彼此相

等 ) 非常困难
。

例如
,

假设某方向上有障碍物 (一个池塘或

者一棵大树 )
,

使得我们不得不延长或缩短这个方向的距离长

度
。

现设各方向的方位角保持不变
,

距离发生 了如下变化
:

a ` = 0
。 , 6 0

。 , 1 2 0
。 , 18 0

0 ,
2 4 0

0 , 3 0 0
0

5 1 = 1
,

2
,

1
,

3
一 2 , 1

.

5

此时的图形见图 2
,

修改后的一类设计矩阵

( l( m )

天

A ①

一 了了 / 4

一 亿了 / 2

亿了 / 4

亿 3 / 3

1

1 / 4

一 1 / 2

一 1 / 3

一 1 / 4

1 / 3

图 2 一

德
\ ~ ,

/

…
llweeel|lesesesesI\

一一



第六步
:

计算权矩阵P (二类设计 )
。

对应于修改后的一类 设计矩阵 A ① ,

如果权矩阵 p 仍然是一个单位阵
,

那么平差 的结 果

丫
不会最好

。

为了得到最好的平差结果
,

在此数例中
,

我们仅仅 由式 ( 1 4)

我们必须根据矩 阵 A ①设计权矩 阵 尸①
。

便可以让算出矩阵 G ① :

、、||||||l

|
1
11

|
.
J

/

口叹

,上wel/we.I
.l

l
l

l
.eeee才

lwel
l||、

一一
G ①

又根据式 ( 2 ) 就可 以得到权矩阵 尸①

夕卜

||
11
|1

2/

9一4

…
`

p ① 二 “ ①” G ① 二

…
如果根据矩阵 A ①与 p ①进 行平差计算

,

结果将同样具有最佳精度与最佳可靠性
。

因此

矩阵 A ①与 P ①是所设计出的最后结果
。

6 结 语

又 本文提出了一个新的测量控制网的优化设计方法
,

并且在理论上证 明了这种伺时顾及精

度准则矩阵与可靠性准则矩阵的优化设计是可行 的
,

而且是有利 的
。

如果同时从两个准则矩

阵出发
,

优化设计工作不仅没有复杂化
,

而且更加简单
,

特别是一类优化设计的计算更加方

便
。

当然
,

应用这个 方法的前提是必须先构造出两个准则矩阵
,

这是很重要又是很困难 的
。

为此
,

因限 干篇幅
,

笔者将在另文中介绍一种构造可靠性准则矩阵的方法
,

从而使得本文中

的优化设计方法确实可行
。

当然
,

如何利用这种方法进行实际的测量控制网设计仍然需要进

一步的深入研究与探讨
。
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U s i n g ht i s

m e t h o d
,

w e e a n r e a l i z e n o t o n l y t h e s e e o n d o r d e r d es i g n i n e o
sn i d e r r a t i o n o f a e e u r a e y

a n d r e l i a b i l i t y
,

b u t a l s o t h e f i均 t o r d e r d se ig n b a s de o n t w o e r i t e r jo n m a t r i e se
.

In a d d
-

i t i o n ,
b e e a u s e th i s m et h o d e o m b i n es f i r s t o r d e r a n d s e e o n d o r d e r d es i g n t o g et h e r , i f h e l p s

u s t o f i n d a n e w w a y f o r t h e e o m b i n e d d es i g n o f g e o d et ie n e t w o , r k s .

t K e y w o r d s
]

o P t i m i z a t i o n d es i g n ; g e o d e t ic n ct w o r k s ; a c c u r a c y c r i t e r i o n m a t r i x ;

r e l i a b i l it y e r i t e r i o n m a t r i x

天

沙
、
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