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H e lm e r t型方差一协方差

分量估计的通用公式
`

朴 宗 侍

摘 要

本文在概括 函数模型和它的通 用公式的基础上
,

导 出 了一个适用于所有平差方

法 的方差一 协方差分量估 计的通 用公式
,

并由此给 出方差分量估计的通 用公式和 简

化 的通 用公式
。

【关键词】 方差一 协方差分量估计
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1 引 言

由于当前在数据处理中
,

经常会遇到不 同类型或不同精度的多种观测数据的测量平差问

题
,

如何进行方差
、

协方差的验后估计已成为国内外测量学者十分关注的课题毛

在国内外文献中
,

已经给出了仅适用于间接平差的 H le m er t 型 方差一协方差分量估计公

式
,

此外
,

还分别给出了适用于部分平差方法 (如条件平差
、

间接平差 ) 的 H el m er t 型方差

分量估计公式以及若干简 的化方差分量估计公式 〔如 F 6 sr mt er
、

E b en
r 公式 ) 和 近似估计公

式 (如 H el m er t和W el s hc 公式 )
。

本文将以概括函数模型及其通用公式为基础
,

导出一个适用

于各种平差方法的方差一协方差分量估计公式
,

并由此给出方差分量估计的通用公 式 和 简

化的通用公式
。

关于概括函数模型及其通用公式详见 《 测量平差原理 》 川
。

在下面的公式推导中 将 直

接引用该书中的符号系统
,

不再作过多的说明
。

概括函数模型为

~ 产长
-

A V + B x 一 f = 0
c 一 n n 一 1 。 一 u “ , I c 一 1

( l a )

C x 一 f
二 = O

一
U 助 一 1 5 一 1

( l b )
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式中
e + ￡ = r + 倪 ( 2 )

“和 : 分别表示 ( 含有观测值的 ) 条件方程个数和限制条件方程个数 ; ;和。分别表示多余观测

数和未知参数的个数
。

由〔 1 〕知
,

在 " V T p V = m i n ,, 准则下
,

可得解向量 ( 参见 〔 1 〕( 2 一 4 一 7 0 )
。

和 ( 2 一 魂一 7 0 )
。

式 )
:

、
月产̀、产、产、 .矛、少、
.产、 IJ、 、j、 .1

3b45a5b6789
了.、了.、了、矛̀、了、户`、了
.、了.、

x = Q尘B
T
N : 孟f + N石孟C

T
N 万乏f

二

V 二

n 一 1

Q A
T
N 万孟( f 一 B x )

将 ( 3 a ) 代入 ( 3 b ) 得
:

V = QA
T
( N 二孟一 N 石孟B Q生B

T
N 石二) f 一 Q A

T
N 石孟B N 石乞C

T
N 二老f

二

= QA
T

Q
k

了一 Q A
T N 百吞B N 石乞C

T N 百选了
二

在以上各式中 (参阅〔 1 〕表 2 一 4 一 2)
:

Q
、 = N 二孟一 N二孟B Q 尘B

T
N 石孟

O 金= N讥 一 N石孟C T N ; 二C N毛乞

j 卜

其中

N
。 。 = A QA

T ,
N 、 、 = B T

N 二乏B
,

N
。 。 = C N 石乙C

T

了
一可

应用协方差传播律
,

并顾及 f
二 二 一 中 ( x

“
)为非随机量

,

由 ( 4 ) 式得
:

D
, = Q A

T

Q
k D ,

Q
、
A Q

根据 V T尸 V的期望公式
,

顾及 (E V ) 二 0 和 A QA
T = N

。 。 ,

则有
:

E ( V
T P V ) 二 t r ( P D

,

) = t r ( Q
、
N

. 。

Q k D , )

D f
为 ( l a ) 式中常数项 f 的方差

`

阵
。

由〔 l 〕的表 2 一 4 一 2知
,

O
, 二 N

。 . ,

而

D
: = Q

: a 舌= N
。 。 a 吞

所以 ( 7 ) 式也可写成

刀 ( v T尸V ) = t r ( Q
、
N 二 Q

、
N

。 。

) a 忍

毗为单位权方差
。

假设在观测 向量 L中含有、 种不同类型或不同精度的观测向量 L , , L : , , L 。 ,

且 L 。与

L j i( 今 j
, i ,

j = ], 2 , … ,
m ) 彼此相关

。

为 了推导简 明起见
,

只假设 L中包含两种不同类

型或不同精度的观测向量 L I

和 L Z ,

即设

V 二 ( 1 0 )ó 1夕.A.’人门
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则 〔 1 ) 式可写成

A
1 V I + A

: V : + B x 一 f = 0
c , n 1 n n ,

I c , n 2 n Z
·
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设 已知两类 (或不同精度 )观测向量的初始协因数阵和权阵为
:

门 |||一八乙 21ō
2

PPQ
I,

Q
, 2 , = 。

一叮 ( 1 2 )

Q
: I

Q
: 2〕

,一
!
IJ

一一Q

若上述所给定的初始协因数阵 (或权阵 ) 的 比例恰当
,

或者说它们将所对应的单位权 方差都

是毗
,

则观测 向量 L的相应方差 阵应为
:

一

幸

Q
I ,

Q
, 2

( 1 3〕O

ǐ l
`
J

Q
: ,

Q
Z :

尸11
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J

一一
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Z L :

与L
:

相关时方差一协方差分量估计的通用公式

在实际工作中
,

初始的协因数阵 (或权阵 ) 往往难以精确给定
:
,

或者说
,

各类观测值所

对应的单位权方差不相一致
,

在此情况下
,

( 1 3 ) 式变成
一 厂Q

, ; a 孟
;

D =

l
_

` Q : , G言
, :

Q
1 Z a

}
, 2

( 14 )

Q
: : o

:
2 〕

进行方差一协方差分量估计的 目的
,

就在于如何利用验后信息 (如改正数 v ) 来估计 各 喊
~

类观测所对应的方差
、

协方差
,

理而重新定权口达到改善平差结果的精度
。

若令

〔
Q , ,

00〕
·

〔: :
2 2

〕
·
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2 1

〕
·

〔: 言
2 2

〕
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〔言
2 :

Q
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O =

P 二

」
3 产、 产

= Q
, + Q E Q ` ( 1 5 a )

〔
P : 2

+ 尸

0Po

a Z = 〔6 ;
, o 言

Z a 。
:

2〕 T = 〔 0 { 0 ; a
系〕

T

则 ( 1 4 ) 式可以写成

8 沪, , 沪

E P i
( 1 5 b )

= L

( 1 5 e )

咨. ` 口 沪, 、 尹

D = Q
; O
圣+ Q

: o ;
8 产、 ` 沪

= E O ,
叫 ( 16 )

ùQ
A

.E=1
同时

顾及

N
。 。

= A QA
T

( 10 ) 式和 ( 1 5
a
)

N
。 。

= A Q
:
A

T 十 A O
Z
A

T 十 A O : A T 二

式
,

则上式也可写成
:

: 一

卜 0
3 二

+ 尸 3 二

/ I T
( 1 7 )

六
下

= A
,

Q
l ,
A T+ A

Z

Q
: :
A T + ( A

;

Q
; :
A百+ A

Z

Q
: :

A T ) ( 1 8 )

现令

A Q
:
A T = A , Q

l ,
A丁

= N
。 , ,

A Q
:
A T = A : Q

2 Z
A丁= N

。 2

} ( 1 9 )

A Q : A
T = A

,

Q
, :

A丁+ A
Z

Q
Z ,
A T = N

。 3

则 ( 8 ) 式和 ( 1 7 ) 式可以分别写成
:

D : = 乙 N
。 ; o
号 和 N

。 二 =

】= l
( 2 0 )

顾及 ( 1 5 b ) 式又有

E ( V
T P V ) = E ( V

T P : V ) + E ( V T P Z V ) + E ( V
T p 3 币

厂

)

8
子、 “

E E ( V
T p ; V ) ( 2 1 )

沙



将 (0 2 )
、

(2 1 )式代入 (7 )式
,

E E ( V
T P ;

则有

v = E E t r ( Q
k N

。 `
O 、 N

。 , ) a { ( 2 2 )

冬 将 (10
) 式中的 v 和 (l5 b) 式中的不

;
代入 上式的左端

,

有

E ( V
T p :

V )
= E ( V Tp

1 I V ,
)
, E ( V T p Z

V ) = E ( V丁P
2 2

V
:
)

E ( V
T p : V ) = E ( V Tp

l : V : + V Tp
: : V :

)
= Z E ( V Tp

: :
V

:

)
} ( 2 3 )

将 ( 2 2 )
·

式展开
,

去掉左端的期望符号
,

并将川分别 写成 其估值

可写出方差
、

协方差分量估计的通用公式为
:

a 。 : 委
,

即

t r ( Q 、 N
。 ,

)
2 t r ( Q k N

。 ,

Q k N
。 2

) t r ( Q k N
。 :

Q k N
。 3

V Tp
: ;

V
:

t r ( Q 、 N
。 2

)
“ t r ( Q 、 N

。 Z

Q k N
。 3

V 百P
: :

V
Z

( 2 4 )
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扮

上式可 以应用于所有的平差 方法
,

不同之处仅仅在于
:

对于不同的平差方法
,

在按 ( 5)

式计算 O 、
( 包 括 O约时

,

某些系数阵等于
“ O ” 或 “ 一 )I, 而 已

。

例如
:

① 当 ( 1 )式中的 C = 0或 B = 0
, C = 0 时

,

即分别相应于附有未知数的条件平差或条

件平差的函数模型
。

由 ( 5 )式知
,

对于附有采知数的条件平差而言 ( C = o )
:

Q 、 = N 二孟一 N 二孟B Q盗B T N 二孟

( 2 5 )
Q会= N 就

对于条件平差而言 ( B = 0
, C = 0 )

:

Q 、 = N 石孟 ( Q呈= 0 )

}

( 2 6 )

② 当 ( 1 )式中的 A = 一 I或 A = 一 I , C 二 0 时
,

即分别相应于附有限制条件的间接平差

或间接平差的函数模型
。

由于 A = 一 I ,
N

。 。 二 A QA T 二 O
,

N就

= B T尸 B
。

由 ( 5 ) 式知
,

对于附有 限制条件的间接平差而言
:

Q 、 = P 一 P B Q尘B
T P

Q主= N石孟一 N石孟C
T
N 万二C N石孟 ( N 、 b = B T P B )

对于 间接平差而言
:

Q
k 二 P 一 P B Q 宝B

T P I

= Q
一 ’ = P ,

N ` 、 二 B T N二孟B

万
、

时 } ( 2 7 )

( 2 8 )
Q 完= N石屯二 ( B

T P B )
一 ’

同时 ( 2 4 ) 式中的 N
。 ; = A Q

;
A

T = Q
;

(云
= 1 , 2 , 3 )

,

故 ( 2 4 ) 式又可简写为
;
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( 1 ) 式变成
0 一 I 。
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事实上
,
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( 3 0 a )
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在此情况下
,

我们还可 以由 ( 9 ) 式导出另一种形式的估计公式
。

因N
。 :

E ( V T P V ) = t r ( Q
k

QQ
k

Q ) a 忍

二
Q

,

( 9 )式变成
:

( 3 1 )

顾及 ( 2 7 ) 或 ( 2 8 ) 式的第一个式子
,

则有 该
~

Q k Q Q
、
Q = P Q 一 Z p B Q会B

T + P B Q 全B
T p B Q会B ,

.

上式代入 ( 3 1 ) 式
,

并按上述类似的推导过程
,

可以将 ( 3 1 ) 式写成

艺 E ( V T 尸 ;
V ) = 艺 艺 t r ( p 、

Q 一 ZQ 会B
T p , B + Q宝 B T p ; B Q二 p j B ) a {

. 1 1 . 1 j . 1

( 3 2 )

顾及 ( 1 5 b ) 和 ( 3 0 b ) 式
,

则有
:

t r ( P ,

Q ) = P ; ,

Q
, , , t r ( P :

Q )
= P 2 2

Q
2 2 , t r ( P ,

Q ) = P , Z

Q
: ; + P : , Q

, :

( 3 3 )

B T P I B

若进一步令
:

= B Tp
l , B , , B T p Z B = B百P

2 2 B 2 , B T p 3 B = B Tp
, 2 B 2 + B Tp

: I B , }
B T P

B T P

T
尹 . 、曰产

= B Tp
, , B , ,

N
b Z = B p Z B = B丁p

: 2 B 2

{ ( 3 4 ) 从

仪
= B TP

, : B : + B百P
: ; B ,

BB` J,JNN

将 ( 3 2) 式展开
,

并将其左端的期望符号去掉
,

即可得到如下方程
:

右端的川换成 其估值叫
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矶
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)
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Q
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: : V Z (公式转行部分 ) ( 3 5 )
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显然
,

无论是 ( 29 )式或 ( 35 )式
,

都是通用公式 ( 24 )式在A 二 一 I情况下的另一种书写形式

而 已
。

3 L ,

与 L
Z

不相关时方差分里估计的通用公式

当 L l

与 L :

不相
、

关时
,

不存在协方差因 子
a ;

, : ,

因此
,

只须 将 ( 2 4) 式中的有关 方程 和

系数去掉
,

即得方差分量估计的通用公式
,

显然
,

它同样可以应用于所有的平差
·

方法
。

此时

有

1

〕
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「V Tp
` v `

飞
2一 ` V 畜P

Z V : -J

( 3 6 )
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` ( 对称 )
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Q
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。 2

t r ( Q k N
。 :
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“

对于各种不同的平差 方法
,

其中 Q
、
( 和 Q 金)的表达式仍与 ( 2 5 )

、

( 2 6 )
、

( 2 7 )
、

( 2 5 ) 诸 式

相同
。

特别是在 A = 一 I的情况下
,

还可 由 ( 29 )式 写出
:

!
t r ( Q

、
Q

I
)
“ t r ( Q

k

Q Q
k

Q

(对称 ) t r ( Q
k

Q
Z

)
“

Z 、

脚
二

嗽翔 ( 3 7 )

当 L ,

与 L Z

不 相关时
, t r ( p

, ,

Q
, ,
) = t r ( I

,
) = n l , t r ( p

Z
一

2

Q
2 2

) = t r ( I : )
= 九 2 ,

因此
,

由
n z

一 n 1 n Z 一 n Z

( 3 5 )式可以写出
:

n , 一 Zt r ( Q 皇N b ,

+ t r ( Q 尘N b ,

) “

(对称 )

t r ( Q皇N b ,

Q 宝N
。 2

n : 一 Z t r ( Q宝N b :
)

+ t r ( Q 尘N
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) {…:…
2

…
=

…){:{:… ( 3 8 )

万
一

`

以上是假设在观河向量中只包含两类 ( 或不同精度 )观测值
。

由于所有公式中的系数阵具

有较明显的规律性
,

我们不难将其推广到 m类观测的情况
。

为 了节省篇幅
,

这里不再一一写

出
。

4 方差分量估计的简化通用公式

仍以观测向量中只包含两类 (或不同精度 )观测值为例
。

若 L I

与 L :

不相关
,

且假设

( 3 9 )
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奔
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2丹甘
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2
ùU

八0

含

则由 ( 36 )式得
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= tr (Q 、N
。 :

0
k

N
。

其中(参见 ( a 5)式
,

:

Z 、
.

) 0 ( 玄= 1 , 2 ) ( 4 0 )

Q 、 N
。 。

Q
k =

( N : 孟一 N ; 孟B Q尘B
T
N 石孟)N

。 。

( N 石二一 N ; 孟B Q宝B TN : 孟)

= N 二孟一 ZN 夏孟B Q妥B
T
N 夏孟+ N 石孟B Q 尘B , N 石孟B Q尘B

T
N : 孟

在
·

上式右端的最后一项中
,

因为 B T
N : 扔

= N 、 b ( 见 ( 6) 式 )
,

而 ( 见 ( s b) 式 )

Q 金N b 、 Q尘= ( N 石吞一 N石乙C
T
N 石二C N石吞) N 、 b ( N石孟一 N石孟C T N 万孟C N 石孟)

= N 石孟一 ZN 石孟C
T
N 万盛C N 石孟+ N 石孟C

T
N 万呈C N 石孟C

T
N 百老C N石孟

又因 C N 石孟C
T = N

。 。

( 见 ( 6 )式 )
,

故 由上式知

于是由 ( 41 )式知 O N百孟O宝二 N 石孟一 N 百孟C
T
N : 孟C N 石毛二 O金

Q , N
。 。

Q 、 = N二孟一 N ; 孟B Q妥B T N 石孟= Q
、

这样
,

( 4 0) 式即可简化成

刊犷

( 4 1)

V百P
, V ; = t r ( Q

、
N

。 ; ) a 。
:

( 4 2 )

a
。
: “ V Tp

i
V

;

/ t
r ( Q

、
N

· i ) ( 4 3 )
目

喊
一

( 4 2 )式和 ( 4 3) 式就是方差分量估计的简化通用公式
,

它同样可以应用于所有的平差方法
。

对于不同的平差方法
,

其中 Q
k

仍按 ( 2 5 )
、

( 2 6 )
、

( 2 7)
、

( 2乏弓) 诸式计算
。

特别是 当A = 一 I时
,

因为 O 、 二 p 一 p B O尘B
T尸 ,

N
。 ; = A O ; A

了 二 0
1 ,

于是有

t r ( Q 、 N
。 ,

)
= t r ( I

; 一 P i丑 i

Q尘B T ) = n ; 一 t r ( Q宝N 、 : )
,

因此
,

( 4 2 ) 和 ( 4 3 ) 式也可 分 别写成
:

V TP
; V , =

(
n , 一 t r ( Q 妥N 、 ; ) ) a ;

( 4 4 )

a ;
* = V 于p

; V ;
/ ( n

; 一 t r ( Q宝N 、 i
) )

( 4 5 )
由 ( 4 4) 式知

:

V Tp
* V * =

于是有

n 。 。 ; ; 一 t r ( Q尘N b 、 ) a 舌; = n ; a l ; 一 t r D 会N 、 ; ) ( 4 6 )
协

乍

言言
、 二 V Tp

; V
、 + , r ( D ; N 、 苦 )

n
.

( 4 7 a )

式中 D 宝= O会a ; ( 4 7 b )

对于附有限制条件的间接平差而言
,

由 ( 2 7) 式知

Q妥 = N 石孟一 N 石孟C
T
N 万老C N 不孟 ( N b 、 二 B T p B ) ( 4 8 )

对于间接平差而言 c( 二 0 )
,

则为

Q会= N石孟= ( B
T P B )

一 ’
( 4 9)

( 4 5 ) 和 ( 4 7) 式实际上是简化通公代式 ( 43 ) 式在 A = 一 I时的一些不 同书写形式而已
。

才



当 L,
与 L Z

不相关时
,

由

Q
: 、 O

(1 4) 式知

忍
:

0

Q
: : a 乙

P丁
’ o 孟

:
0

O P百
` a毛

2 〕 ( 5 0 )
resweL

一一

ǐ .
1
月

1一llL
一一D

牛
如果各类观测值的初始权阵均取为单位阵

,

则有

_ 厂I , o

D 二
1̀

0

0

I : o ;
」 ( 5 1)

叫和时分别表示两类观测的初始权阵改为单位阵时所对应的方差
。

比较 ( 5 0) 和 ( 5 1) 式知

0 三
:

a t = P 万
’ a ;

; ,

或 P ; = 一母;乙 ( 5 2 )
~

“ ’

o t

在 ( 47 a) 式中
,

因为

t r ( D 宝N
b ;

)
= t r ( D 主B百p

、 B 、
)
= t r (尸

、 B ;
D 盆B百)

现将 ( 4 7
a ) 式中的 p ,

均代以 a 。
: / a 飞

,

经整理即得
:

少
户

V TV
; + t r (刀 ; D 会B l )

雌 i

( 5 3 )一一
么

·

-
O<

上式可应用于初始权阵均为单位阵时的情况
。

当应用于间接平差时
,

由 ( 4 7 b) 和 ( 4 9 ) 两

式知
,

D 妥= O 全 a 专
= N就 叫

,

若令

D 会 = N 就
Q
专

= N就 ( 5 4 )

则 ( 5 3) 式可写成
:

a 厂=

V百V ; + t r ( B
. N石孟B万)

托 i
( 5 5 )

上式也就是大家所熟知的 E b n er 方差分量估计式
。

顾及 ( 4 7 b )
、

(理9 ) 和 ( 5 2 ) 诸式
,

又 由 ( 5 3 ) 式可得

Z

矛
`

V TV
。 = n ; a

卜
t r ( a 丢

; B ` N 石孟B T )

= n ; a
卜

a 专尸
; t r (刀

, N石孟B T )

于是有

V TV
,

n ; 一 p ` t r ( B
;
N石孟B下)

( 5 6 )一一

心口...
a<

这就是大家所熟知的 F 6 sr tne
r
方差分量估计式

。

若略去 ( 4 a7 ) 式中的求迹部分
,

则有

V万p
: V ;

咋 `
( 5 7 )

仓

这就是 H el m er t (还有 w els hc ) 所给出的方差分量近似估计式
。

顺便指出
,

如果各类 (或不同精度 ) 观测值的初始协因数阵 (或权阵 ) 取得恰当
,

或者

说
,

它们所对应的方差均为叫
,

则 由 ( 4 2 ) 式求和
l

可得
:



V , P V = E V TP
; V ; = t r ( Q 、 E N ; ) a

若

= t r ( Q 、 N ) 0 ( 5 8 )

因为
’

于是

布
Q 、 N = ( N

一 ’ 一 N二聋B Q皇B T N
一 ’

) N = ( I 一 N 万
’ B Q会B , )

. c c 一 c e 一 c

(顾及 ( 6 )式 )
:

t r ( Q
k
N

.

)
= t r ( I 一 Q妥B , N

一 ’ B ) = e 一 t r ( Q尘N 、 b ) ( 5 9 )

再顾及 ( s b) 和 ( 6 ) 式知

t r ( Q会N 。 、
)
= t r ( I 一 N石孟C

, N 石二C ) = u 一 t r ( N 石孟N
。 。

)

代入 ( 5 9 ) 式
,

( 5 8 )

u 一 t r ( I )

最后得

t r ( Q
k
N

式得

= U 一 S

) = e 一 u + s
( 6 0 )

这样
,

由

a
若

= V r p V / (
e 一 u + s ) ( 6 1 )

这就是通常所应用的单位权方差估计的通用公式
。

在 〔 1 〕号2
.

10 中已经证明
,

叫是 叫 的无偏

估计
。

因此
,

利用 ( 4 2 ) 式 ( 或 ( 4 3) 式 ) 进行迭代计算
,

其最后结果是无 偏 估 计
。

显 然
,

(5 7 )式则是有偏估计
。

刊又

5 结束语

从以上讨论可见
,

方差一协方差分量估计的通用公式 ( 2 4 ) 可以适用于所有平差方法
,

而在国内外文献中只给出了仅适用于间接平差和附有未知数的条件平差的 H el m er t 型 方差一

协方差估计公式
。

( 2 9 ) 和 ( 3 5 ) 两式
,

只是 ( 2 4) 式在 A 二 一 I 情况下的两种不 同的书写

形式
。

方差分量估计的通用公式 ( 36 )
,

则是由 ( 2 4 ) 式去掉与协方差分量有关的方程而得
,

它同样适用于所有的平差方法
,

而在国内外文献中只分别给出适用于条件平差和间接平差的

H el m er t型方差分量估计公式
。

( 3 7) 和 ( 3 8 ) 两式则是 ( 3 6 ) 式在A 二 一 I情况下的两 种 不

同的书写形式
。

方差分量估计的简化通用公式 ( 4 3 )
,

是在一定的假设条件下由 ( 3 6 ) 式直接引出
,

它

同样适用于 各种平差方法
。

( 4 5 ) 和 ( 4 7) 两式
,

只是在 ( 4 3) 式中 A 二 一 于清况下的两种特

殊形式
。

而国外已有的 E ben
r 、

F 6 sr t en
r公式 以及H el m er t (还有W els 曲 ) 的近似公式只是它的

一些特例而已
。
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