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超定边值问题的差分法
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摘 要

物理大地测量面临着越来越多的数据
:

高程异常
、

垂线偏差
、

重力异常
、

重力梯度等
,

因此出现了超定

边值问题
,

本文采用求解偏微分方程最简单而又最常用的差分法
,

对这一问题进行了初步的研究
。
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1 拉普拉斯方程在地形面上的差分逼近

扰动位满足的 L aP lac e
方程及地面边值条件为

:

、、了、产,生O乙
了扭、Z̀、护 T _

二 ,二 ~ U

山
.

打一矿

十 二 “ 一 d g

塑护鲤玉
r.̀..才,1
.

1

式中
: p = R + : , :

同地形高 h , R 为地球半径
。

由于空间应用时
,

除地面外其它边界条件难以精确给定
,

并且 当差分网格较细时
,

要解算极其

庞大的线性方程组
,

应用有一定困难
,

所以可应用积分法降维后在地形面上求解
,
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式中
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d g

,

为计算点处的重 力异常
;匆 为流动点处的重力异常

。

李 (3 )式是球近似
,

更严格的关系应考虑地形的影响
,

此处略
。

(3 )式由于积分核随 l /尸 衰减
,
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需在较小的范围内积分即可
。
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( a4 )在给定一定边界条件后
,

是二维椭圆形偏微分方程
。

如图 1 所示
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分格式的基础
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由位理论知
,

质体引力在通过质体表面是连续的
,

故 ( 6) 式成立
。

增写 夕方向下标
,

将 ( 6) 式代入 ( 5) 式
,
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由位理论知
,

质体引力位二阶导数在通过质体表面时并不连续
,

因此 ( 7) 式
、

( 8) 式对山谷和山坡比
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,
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,
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,

并非真正的质体在该点的位
。

( 2) 当格网划分很细时
,

高差 从 并不会很大
。

( 3) 此种误差可视为随机误差
,

采用最小二乘法能削弱其影响
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以上推导的地形面上的差分格式
,

不宜在地形起伏较大的地区使用
,

因为重力梯度受局部地形

的影响比较大
,

而本文公式只考虑了球近似
,

地形起伏较大时将导致较大误差
。

2 超定边值问题

随着卫星测高
、

卫星重力梯度技术的出现产生了超定边值问题
,

全球范围的超定边值问题 目前

许多学者都进行 T 讨论 ( R
.

R u m m e l
,

1 9 8 9 ; E
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W
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,

1 9 8 6 )
。

本文主要讨论了

局部小范围内如何综合利用重力异常
、

高程异常
、

垂线偏差等资料来确定高程异常 (大地水准面 )
。
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迭代法可求出各 内点相应的 T
,

这是一般意义上的差分法
。

这样做有一个缺陷就是只能利用 匆 数

据
,

其它数据例如高程异常
、

垂线偏差等都无法利用
。

为了利用上述数据
,

我们转而考虑如下最小二

乘问题
。
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即可求出满足 J (T ) ~ 极小的泛函
。

本文为方便使用了离散形式的差分法
,

为此将 ( 1 3 )式变形为
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上述

推导告诉我 们一个很重要的事实
,

即利用格林公式可列出各种不

规则网 (如三角网 )的差分格式
,

这一点对大地测量尤其重要
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考虑误差影响时
,

误差方程可写为

粤 ’
,

一

豁
镖 ’

,

一

爵

卜 :g1
,

卜 :1z
”

( 2 9 )

浇
( 3 0 )

c
.

高程异常差观测方程
,

由右~ T J/, 可得 d 7’ ~ y时
,

变换 ( 2 5) 式下标为 p
,
q

,

相减得

乙T , 二 丁 ,

一 T 。
( 3 1 )

夯

考虑误差时有

V qP ~ T
, 一 甲,

一 d T各 ( 3 2 )

式中 丁 , ,

7’ ,

可 由 ( 2每)式代入
。

上面导出的各类观测方程
,

均写 出了其条件方程和误差方程
,

如果观视讯
_

较少或稍度非常高时

(如 G P s + 水准观测 )可采用条件方程作为强制条件加入以加强控制
。

列出上述误差方程后
,

可按通常的最小二乘法组成法方程
,

因为这一过程对大家都比较熟悉
,

此处略
。

边界可用精度比较高的 G sP 基线作为控制
,

在沿海地 区边界可按 G P s 基线
、

卫星测高资料作

为控制
,

由于是
“

超定的
” ,

只要域内有一定观测值控制
,

边界值并不一定要很精确
,

这一点与一般的

差分法不同
。

法方程的解算由于所得方程是一高阶稀疏带状方程组
.

使用直接法并不经济和方便
,

一般多使

用迭代法
。

严格讨论有关误差是 比较困难的
,

我们只指 出 (E
.

eP ar s on
,

19 7 4 ;
复旦大学

,

1 9 7 9) 证明了上述

差分格式是稳定和收敛的
,

即在求解过程中有关误差至少不会被放大
,

同时当格网间距 h~ 0 时
,

差

分解收敛于真解
。

3 结 论

4

综上所述作者认为
:

( ” 超定边值间题由于产生了多余观测量
,

为最大限度地利用各类数据
,

解空间必然要在最小

二乘意义下才能实现
,

使用最小二乘准则是不可避免的
,

为此本文建立的泛函
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使解能够在最小二乘意义下实现
。

( 2) 由于地形面极其粗糙和复杂
,

aL p l ac
。 方程只能在一定随机意义下满足

,

本文建立的泛函可

使其在最小二乘意 义下满足 aL lP a ce 方 程
,

在高程 异常
、

垂 线偏差 观测值 比较少的情况下
,

通

过
井

( LT 一 , )、 。 至少可在各点列 出差分方程
,

从而为解算提供一个弱基准
,
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3

衰减
,

只需利用求解区域 。 及 。 夕卜的少量重力异常资料
,

从而 可能为

夕
-

沿海地区或求解区域以外重力数据较少的地区提供一种确定高程异常 (大地水准面 )的方法
。



最后指出的是以上方法
.

本文只进行了一定的理论推导
.

实际效果如何有待更进一步的研究和

杜验
。
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