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各种形式的多体时空大地测

盆边值问题及其解

李 作 发

资 摘 要

本 文提 出 了多体 时空 大地测量边值 问题的 各种 形式
,

给出 了边位 问题的解
,

本文还对所得到 的解进行 了讨论
,

可 以 作为本文的特例 包括在内
。

【关键 词】 多体 时空 自由边值 问题
; 固定边值 问题 ;

定一 自由边值 问题

并且在球近似 的假设下
,

结 果表明
:
已 有的一 些 解

自由一固定边值 问题 ; 固

1 引 言

辛

声

近几年来
,

多体时空大地测量边值问题的研究取得了进展
〔 ` ’ 。

所谓多体时空大地测量边值 问题是将地球形状及外部重 力场随时空变化考虑在内的一种

大地测量边值 问题
,

换言之
,

这种边值 问题将地球外部质量 (如太阳
、

月亮 )
、

它们与地球

的相对运动
,

以及地球 自身的变化等诸因素也一起考虑在内
,

因此
,

这种边值 问题更符合实

际
,

并且它已在固体潮的研究中得到了应用
【̀ 」 ,

因而
,

深入研究和探讨这种边值 问题 在 理

论上和实际上都是十分必要的
。

但在已有的研究中
,

只利用了随时空变化的时空重力位和时

空重力资料
。

随着空间技术及高精度测量仪器的发展
,

重力梯度将成为末来最理想的数据 之 一
〔 “ ’ ,

而且高精度的卫星重力梯度仪不久将问世
,

因此
,

在多体时空边值问题中
,

有必要将这种资

料考虑在内
。

为此
,

本文首先提出将随时空变化的时空重力位
、

时空重力
、

时空垂直重力梯度考虑在

内的多体时空大地测量边值 问题的各种形式
,

并且进行了简化
,

其次
,

在球近似的假设下
,

且不考虑地形和卫星轨道面形状的影响
,

导出了边值 问题的解
。

最后
,

对所导出的解进行了

一些讨论
。
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由于本文将原有的两种边值问题扩充为四种不同类型共6 3种边值问题
,

故可以根据不同

的资料
,

选取不同的边值 问题来确定时空重力场和地球表面形状
。

例如
,

假设已在地面上测

定了时空重力
,

在卫星轨道面上测定了时空重力梯度
,

则可 以根据 由这两种 资料导出的边值

问题进行解算
。

因此
,

本文提出的边值问题适用范围更加广泛

2 多体时空大地测量边值问题的救述和简化
生

为书写方便
,

以下将多体时空大地测量边值 问题简写为边值 问题
。

2
.

1 自由边值问题的叙述和简化

首先
,

给出自由边值问题的表述
:

〔问题 1 ] 假设在地球表面 S以及外部空间中的某个闭曲面 (卫星轨道面 ) s
。

上分别 给

定时空位W ( x
,
约

,

时空重力 g( x ,
O 和时空垂直重力梯度 v ( x

,

)t 中的任意两个 ( x 为点

在 t 时刻的坐标 )
,

要求确定随时空变化的 S和 s
。

的形状及其 S 与 s
。

之间的空间 S
。 一 S的重力

场
。

由于这种边值 问题相 当复杂
,

因此
,

首先必须将它们线性化
。

按照通常的线性化方法进

行处理
,

并假设采用球近似
,

则可以得到 s (s
。

) 的近似面乙 ( E
。

) 上的基本边界条件如 下
:

夕

。 。
T ( 二

。 , : ) 一 。
.

李
( 二

。 ,
: ) + 。 .

嘿 x 。 , 右)

= a 。 △W ( x
。 , 才) + b 。 △g ( x 。 ,

t ) + e 。

△V ( x 。 , 公)

式中
, T ( x , t )

, △W ( 二
。 , t )

, △g ( x
。 , t ) 和△V ( x 。 , t ) 分别为时空扰动位

,

时空重力异 常和时空垂直重力梯度异常
,

即

T ( x , t ) =
W ( x , t ) 一 U ( x

, 艺)

( 1 )

时 空异 常位
、

( 2 )

;
△W ( x 。 ,

t )
=
W ( x

, t ) 一 U ( x 。 , t )

△g ( x 。 ,

△V ( x
。 ,

t ) = g ( x
, t ) 一 Y ( 戈

。 , 忿)

亡) = V ( x , 言) 一 , ( x 。 , t )

)t 分别为时空正 常重力位
、

( 3 )

本
上式中

, U (二
, t )

, 丫 (`
, t )

, “ ( `
,

时空正 常重力和 时 空 垂 直

正常重力梯度
。

x 。
是 E ( E

。

)上与 x 对应的一点
, 丫为坐标原点到曲面点 x 。

的向径
,

系数
a 。 ,

b
。 , c 。

( a = 1 ,

2
,

3 )
,

见表 1
。

表 1

边界条件
类 型

a (日) a 。

( a
e 。 ) b

。

( b
。 , ) e 。

( e 。
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W 一 g
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V 一 g

一 R
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一 3 R
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一 R Z

R 2

人
注

:

表 1 中 R是 E (或 E
。

) 的平径半径



为书写简便
,

以下略去符号 ( x ,

)t
。

根据上述线性化结果
,

问题 1 又可以用公式形式表示如下
:

〔问题 2〕 求在空间兄
。 一

艺内的时空扰动位
,

使得
:

△ T = 0

~
,

6 T 6
2 T

a a ’ 一 口 。

飞下一 + “ 。

丽万
= a 。

△W + b
。

△g + e
。

△V要了
:

在乞上
( 4 )

_
,

OT
a ·

, I 一 O ·
, 一而厂 + c · 。

0
Z T

己r Z

· 。△W

日= 1 ,

·
+ b

e

沪g
。

+ c · 。 △V会 f
。 ,

在公
。

上

2 ,

3 ) 可由表 l 分别取 R 二 R ,
( 艺的平均

/了11

|
|

.

J
. L

.

|

式中
, “ 。 , b

。 , C 。

和 a 。 。 , b C O
p ( a

,

半径 ) 和 R = R :
(艺

。

的平均半径 ) 得到
。

一旦 T求得
,

艺 ( E
。

)到 S (S
。

) 的距离 以尾
,

) 可由

广义 B r u n s公式
。

e日

卜马亡ó火 T
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,
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中与之对应的一个公式中求得
。

2
.

2 固定边值问题的叙述和简化

只介 固定边值问题可 以表达为
:

〔问题 3 〕 假设地球表面 S 以及外部空间中某一闭曲面 (卫星轨道面 ) S
。

已知
,

并且 在

s 和 s
。

上给定时空重力位W
、

时空重力 g和时空垂直重力梯度 V 中的任意一个
,

确定空间 S
。 一 s

内随时间变化的重力场
。

同样
,

在球近似的假设下
,

问题 3 可以用公式表示为
:

〔问题 们 求在空间 S
。 一 S内的时空扰动位 T ,

使得
:

△T = 0

。 : : 一 。 :
一

琴
+ 。 :

嘿
= 。 : 。w 十 。: 6 9 + 。 : 。v 、 r

:

在 s 上
U 厂 o r “

( 6 )

2沪

…1
.

、
|
火

体
式中

, 6W

·
: , T 一 ” : ,

子
+ · : 。

令
= ·

: 。 6W
。

+ 。 : 。“ g
。

+ 。
: 。 6 v

。

二 ,
e Z

在 s
。

上

她和 6V分别为时空位扰动
、

时空重力扰动和时空垂直重力梯度扰动
,

即



己 w
=

W( 二
,

t ) = u ( 二
, t 》

6 9 = g ( x
,

6 V = V ( x
,

t ) 一 Y ( x
, ( 7 》

艺) 一 v ( x
,

/
J
1|1

、.

lt\

系数
Q :

, b :
, C

: 和 a 岔, , b誊, , C犷。 ( a ,

日一 1 ,

半径而得到
。

3 ) 可 由表 2 分别取 R 为 S 和 5
.

的平均

)t tZ

表 2

臀馨 …
一日) ·

: `· “ 。 ) b , `。“ 。 , c ·

`· ’ 。 ,

草…i {
一

: i
:

冲
2

.

3 自由一固定边值问题和固 定一自由边值问题的叙述和简化

这两类边值问题可 以分别叙述如下
:

[问题 5」 (自由一固定边值问题 ) 假设 地球表面 S未知
,

而闭曲面 S
。

已知
,

并且给 定

S上的W
, g和 v 中的任意两个

,

以及在 s
。

上给定它们中的任意一个
,

确定随时空变化的 S 形

状及空间 S 一 S中的重力场
。

〔问题 6 ] ( 固定一自由边值 问题 ) 假定 S 已知
,

而 S
。

未知
,

并且在 S 上给定W
, g 和 v

中的任意一个
,

以及在S
。

上给定它们中的任在两个
,

要求确定随时空变化的 S
。

形状 以 及 空

间 S
。 一 S内的重力场

。

类似地
,

在球近似的假设下
,

以上两个问题可以分另lJ用公式形式表示为
:

〔问题 7 〕 求在空间 S
。 一

E 内的时空扰动位 T ,

使得

) △T = 0

本
~

,

己T
a a l 一 o “ 一

丽
一 + c a f l

在兄 上一一

乙一r己一气O
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子 二誉
。

纂 = f
· : 在 S

e

上

一旦艺 上的 T求得
,

龟可由 ( 5 )式中与之对应的一个公式求得
。

〔问题 8 〕 求在艺
。 一

s 内的时空扰动位 T
,

使得

e
Z T

己r Z

二 了
:

在 S上

( 8 )

( 9 )
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求出乙
。

上的T 后
,

屯
。

可 由 ( 5 )式中与之对应 的一个公式求得
。

3 边值问短的解

一

下面
,

我们来求问题 2

由于地球表面很复杂
,

4 , 7 和 8 的解
。

且卫星轨道面
一

也不是规则的球面
,

故作为重力场的首 阶近 似
,

在

以下推导中
,

没有顾及地球和卫星轨道面的影响
,

即在 以上各边值问题中
,

边值条件认为在

6 : r 二 R ,和 6
。 : ; = R Z两个球面上

。

首先导出问题 2 的解
。

在 R ,

` ; 毛 R :

中
,

将 时空扰动位 T展成球函数级数形式

T =
艺 万
n 端 O m ~ 一 n〔

· 。 。

(亩 )
n
· ” 一

(今)
”

” Y 一 `入,

中’
( 1 0 )
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n
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, a n 二

称匕
。 二

为与时空戒

将 ( 1 0) 式代入 ( 4 ) 式的两个边值条件中
,

得
:

{ 全 分 (粼
。 n 。 。

·
十 : : 。

。 m
) Y

。 m =

关的球函数系数
。

n , 0 口 ~ 一 n
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) Y
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)争 式 中
,

a ,

p
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尺
q 二

- 二高

找

A 盆= a 。
一

凡 , n ( 炸 一 1 )

即
” 。

十
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2 ,

3 系数 A呈( A 食)
、

B 盆( B只) 列在表 3 中
。



表 3
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,
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:
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将 ( 1 5 )

1
, … , + ao

,

琳 = 一 n , … , 0 , … , 凡 )

式代入 ( 1 0 ) 式
,

并利用球函数加法定理
,

经过整理
,

得到边值问题 2 的解如

下
:

式中
:

J
了
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·
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用类似的方法
,

可 以求得问题 4 的解
:
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( 1 9 ) 式中的系数 C : ( C呈)
,
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3 ) 见表 4
。

粉
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同样
,

也可以得到问题 7 的解
:
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率 和问题 8 的解
:
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尹本 至此
,

我们 已求出了问题 2

顺便指出
,

由于 S `
( r ,

冲)

C受B 是叮
’ ” + ` 一 A 呈D 笠

4 , 7 和 8 的解
。

和 5
.

( r ,

冲) ( i = 1 , 2 ,
3 4 ) 的勒让德级数的表达式
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中含有 q ,

故在一般情况下难 以将它们表示成封闭形式
。

4 讨 论
叮、 了

以下仅对几种特殊情形进行讨论
:

( i ) 在 ( 1 6 ) 式 中
,

取 a 、 = 2 , b , = 一 R : , c , = 0 和 Q · 、 = 2
, b

· , = 一 R : , C · : = 0
,

则得到文 〔 i 〕中的 ( 4
.

2 4 ) 式
。 ’

: 〔 》

( 2 ) 在 ( 1 8 ) 式 中
,

取 a 于二 a 曾: = c 寸= c曾` = o
, b兮= 一 R , , b 廿

: = 一 R Z ,

则得至11文 [ 1 ]

中的 ( 5
.

3一) 式
。

( 3 ) 在 ( 1 6 ) 或 ( 20 ) 式中
,

取 R Z = 0o ,

此时 q 二 o
,

并假设△w
, △g和△v 与时间 无

关
,

则得到文〔 6 〕中的 2 ( 8) 式
。

( 4 ) 在 ( 1 8 )或 ( 2 2 ) 式中
,

取 R : = oo
,

此时 q = 0
,

并假设占W
,

6 9和 6V 与时间无关
,

则

得到文〔 6 〕中的三式 3 ( 2 )
, 3 ( 6 )和 3 ( 1 0 )的统一形式

。

芝
`

( 5 ) 在 ( 1 6勿和戍20 )式中
,

取 R Z = ` ,

则 ( 1 6 ) 和 ( 2 0 )式相同
。

: ;

( 6 ) 在 ( 1 8 ) 和 ( 2 2 )式 中
,

取 R : = oo ,

则 ( 1 8 ) 和 ( 2 2 )式相同
。

( 7 ) 在 ( 18 ) 和 ( 2 0 )式中
,

取 R , = 0
,

则 ( 18 ) 和 ( 2 0 ) 式相同
。

( 8 ) 在 ( 1 6 ) 和 ( 2 2 )式中
,

取 R , = 0
,

则 ( 1 6 )和 ( 2 2 )式相同
。

由 ( 1 ~ 4 ) 可知
:

已有的一些解为本文解的特例
。

夕

5 结束语

本文在研究已有成果的基础上
,

提出了将垂直重力梯度资料也考虑在内的多体时空边值

问题的各种形 式
。

由于增加了一种新资料
,

并考虑到在不同的边界面上采用多种资料
,

从而

将已有的两种边值 问题扩充为四 类共 36 种边值 问题
。

当然
,

本文对这些边值问题的研究是初

步的
,

许多问题仍有待于进一步研究
。

不
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