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最小二乘估计残差的统计性质和应用

张 方 仁

摘 要

丫
最小二乘估计求得的观测值残差

,

有多种形式的定义
,

它们具有不 同的分布
。

本

文论述 它们 的概率 分布和性质并讨论其用途
。

编算 了多余观测分量 r .

和标准化残差

。 .

的临界值表
。

此 外
,

应用线性 变换求得 了不相 关残差w
= u T

v 和 s 二 D扩专w
。

建

议用 S作粗差检验
,

本文编制 了相 应于这种检验的 m ax }S
;

! 的临界值表
,

最后 计茸
I ` . 一 t

了一个 实测的测边 网
,

用求得的各种残差作 T 统计检验
。

【关镇词】 最小二乘估计残差 , 统计分布 ; 多余观测分量 ; 临界位 , 标准化残差

1 引 言

苏

设平差的函数模型 (误差方程 ) 为

V = B
·

X 一 乙, R ( B ) = 七 ( 1 )

上式中 B “ 〔b 《 , , … b . 。 , 〕二 〔 b
;

… b
。

〕 T , b . ; , 是 n维向量
, b ,是 t 维行向量

,

卜 〔艺: … 乙
。

〕
T

是观

测值向量
,

定义残差 V 。

V = B X 一 乙二 一 ( I 一 B N 一 卫 B T ) 乙= 一 ( I 一 H ) 乙= 一 Q
v 乙 ( 2 )

N = B T B ,
H 二 ( h

; i
)为帽子矩阵

,

O v
是 V 的协因数阵

, v 为分析测量误差和评定精度 等提 供

了丰富的信息
。

残差的种类很多
,

其用处也不尽栩同
,

本文主要研究它们 的统计性质和应用
。

2 普通残差

礴

( 2 ) 式所定义的残差称为
“
普通残差

” 。

因为V ar v(
;
) = o “

( 1 一 h
; ;
)

,

故当 h
; ;

~ 1

时
,

v ar (’v
,
) , 0

。

此时第 i个误差方程对求参数估值所起的作用大
,

在观测和平差 时应特另lj

注意
。

这样的点称为强权点
。

根据多元统计分析理论可导出
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F 护
n一 t

。 ; ;一

斋
1 ` h 1 1 ~F

.卜 ! .。 一 。 ,

当 F份> F
。 ; ( 。 一 :

, n 一 , , ,

就认为是在显著水平
以
下的强权点

。 未
1时

用 r ;
表示第 乞个观测值的多余观测分量

,

则

r ; = ( Q
v P )

, , = ( I 一 H )
; ; 二 1 一 h : ;

上式是相应于等权的情形
,

.

对于不等权观测
,

亦有类似的公式
。 _

布
v 二 一

(I
`
(B 护 p )B 公

丁

)P 忍二屯 (l ` 刀N
一 , B T

)P 乙
召厂
入

l

= 一 0 2

O是观测值乙的协因数阵
,

1 1 1
一

( I 一 P
一 2一B N

一 I B T P
一 2 一

) P
一 2

月
, 二 ( h f s ) 是帽子矩阵

。

l
一

( I 一 H
/
) P 、

一

乙

( 3
:

) :
:

、 ,

六
一

少

( 4 )

( 5 )

Q v = Q ,

r ; == ( Q
v

由 ( 3 )
、

( I 一 H
尹

) Q 6 )

l 1

P )
; ; = ( Q

一 2一
( I 一 H

,
) Q

一

, 一 p )
; ; 二 ( I 一 H

`
)

; ; 二

( 4 )
、

( 7 )式不难求得
r ;

的临界值
。

当

1 一 几 ( 7 )

因故

孔, i
_ 生
玲

丫
n 一 t

亡一 1 1 一 几
i a

托一 亡

t 一 1

1
i 一 r ; 一 —耳

—
提 F

。 ; 。卜 卜 . 。 ,

一 毛 )

r i

时
>ir 命兴瓷斋丽

,

二 r “
( 8 )

孔
. _

一 工
玲 一 t

亡一 1

玲

1 一孔 i ;

n 一 t

亡一 1

l 一 r

r i

1

n
_
一

— 多尸卜引 ( t 一 1
. 。 一 t

r i

(
( n 一 1 ) ( n 一 t )

n 〔n 一 t + F , _ 。 .

(云一 l )〕
= 犷 1一 a ( 9 )

因此得到
r ;

的允许范围为
r .

成 r ;

( r ,

一 i( = 1 , … ,

的
几 又

· ’
一

吵

一
二 厂 l( 0)

’ :

若各误差方程能满足 ( 1 0 ) 式 的要求
,

当然是最理 想的
。

但因为控制网的多余观测数是

一定的
,

因此 当
; ;

满足 ( 10 ) 式的单侧要求时
,

亦可认为基本上达到了可靠性指标的要求
。 未

a = 0
。

0 5

’

门
l 。

{
一

兹
一

)甸
’

州
6。

1 0

1思踩忠粼:
2。

】踩踩瓢粼:
_

_ _
_

当…黯踩豁粼:
4 。

凋::舞默默翼

作者根据 ( 8 )
、

( 9 )式编算 了
、

临界 值
; 。 ,

一

lr
一 。

表
。

这里仅给 出
a = 0

.

05 的
; 。 , , ; 一 。

值 (表 1 )
,

可供应用时参考
。 :

3 标准化残差e’ 和e

普通残 差 的 方 差 为 v a f (
, ;

)屯 G Z
( 1一

`

九 ; ;
)

,

由于各个
, ,

的 方 差不相同
,

因此直

接用它们来判定观侧值中是否含青粗差显然

是不合适的
。

为此
,

令 一

二, i

a
了 l 一 h 、 ;

( 1 1 ) 拟



若。 已知
,

则
e `

~ N ( o
,

1 )

则可得

入 入 1
。

但唯往是未知的
·

不般可界孚
一 〔’!尸

` 一 ` }}
2

“ “ 一 ` ’ 〕
一 ’
代 替

,

未
子

·

“ 1 一 h i ; ( 1 2 )

称 e ;

为
“
标准化残差

” 。

关于
。 ;

的分布密度的推证
,

可参阅文献 〔 1 〕
,

这里直接给出结果
。

记 e = 〔e l

… “
n

〕 T ; e , = 〔e ; :
’

二

D = d i a g〔 l 一 h ; 1 ; i ,

… , 1一 h i 。 ; 。
〕 ;

H :
为H阵中第￡: ,

…
, 云m行和第 i , , …

时
, ` 1的分布密度为

4 .

.

, 。

〕
T 、 ,

卜

一 七

’

。 1 二

拼省 ( , 二 H ; ) D
一

专

`。 列交叉处的元素所构成的矩阵
,

` 、

卜 几

l
`

当 。一 N ( 0
, a “ I )

产百
!
`.、

告

r

(号 )
,̀ 一 H !

,
一

十

n ( 1一 h ;
e
TC万

里 e ,

n 一 t }~
’

厂|卜||l
.se
J

、
!
、

洲 r
f (

e l ) =

二了
” 一 m 一 t 、 , ,

`

、一飞
.

一
-

/ L 、 n 一 : )二 J
一

: -

0

e IC : e , ( 性 一 t

其它
( 1 3 )

当、 二 1 时
,

就得到 了
e ;

的分布密度
。

_ l 叮一 t、
1 1

—
l

\ 2 /

f ( e
。 , 1 、

八
. , 、

专
1 、 飞 , 、 几 ,

` 产

。 : \

三
`二
)

n 一 ` 声

一二 3 二 t _

二
_

习卜
, ,

l
e ;

}簇 ( n 一 艺)
`

{
t
`

( 1 4 )

其它

厂|厂汇

!

当m 二 1且 忿 = 1 时
,

就得到
T 变量的分布密度

。 / n 一 1 \
1 几

—
l

\ 2 /

号)r( 枷
一 `

;

广
0

_ 二子_

作 一 1

旦王
` 一

,

一
。 。

一簇 ( , 一 1 )寺

二
’

其它

( 1 5 )
一r

厂
les

es卜
.

les松|
es

\

少 甲 ( e
;
) =

根据 ( 1 4 )若 ( 1 5) 两式就能得出如下两点推论
:

( 1 ) 应用分布变换的方法
,

易证得二兰落为服从参数
p =

粤
, 。 二

一

性二三
: ` 的 set

a分布
。

,乙一 ` 乙 乙

( 2 ) 用密度公式可证得E ( e
;
) = o

,
V a r ( e

;
) 二 i

,
C o v ( e

; , e , 一一 _ 札
;

侧 ( 1 一 h i ,
) ( i 一 h , , )

训

戒
,

(云今户
。 “ 一 厂

,

卜
.

’
`

因为 C o v( e ; , e i ) 的数值一般都很小
,

所以常将
e ;

与 e ; 看作是不相关 的
。

。 ;

一 N ( 。
, 1 )

,

则可对
。 ,

作正态性检验
。

若先按队t 。 分布求出一二详的临界值
,

一

” ” ”
” 一

’

一
’

一
`

一 -

一
一 ” 一

` 一 ” 一
’一 切 -

一 n 一 公
一 ` r一 尹

” ~

的临界值 (表 2 给出了
Q = 0

.

02 5 ; 0
.

此的临界值 )
,

此检验就是严格的
。 :

文献 〔 S 〕 中日分布表载有 x值
, x
是按下列公式计算出的

如 再 假 定

再推算出
。 ;



汐
二

( p
, 叮) = 1

B ( P
, q )了

t ”
一 i ( 1一 t )

q 一 ’ d t 二 a
( 16 )

上式中 F
:

( p
, 口)是 p变量的分布函数

, a = 0
.

5 , 0
.

2 5 ; 0
.

1 , 0
.

0 5 ; 0
.

0 2 5 ,

0
.

0 0 2 5 ; 0
.

0 0 1等数值
,

但统计检验需要 的是
a = 0

.

9 9 5渗 0
.

9 9 , 0
.

9 7 5 , 0
.

9 5 ,

的 1一 劣
。

0
。

0 1 , 0
。

0 0 5 ;

0
.

90 等值相应

未

因为
。

, _ _ 、

1 r l 一 盆 ` 。 _ , , , ` 、 , _ , 」 `

L’ ’ 一 ’ 、 q , “ , =

瓦万厂下犷」
。 `

一
、 上一 ` 少

一
u ` ( 1 7 )

令 : = 1一 u ,

则 1 一 : 二 u ,

而 dt = 一 d u
。

将它们代入 (1 ” 式并相应的变换积分限
,

就得
:

F l _ 二

( q
,

_ 、

l r
P , =

.

;二~ 二

—
.

廿吸q , P ) J

协 p 一 1
( 1 一 卜) 一 i ( 一 d协) ( 1 8 )

考虑到

B ( q
,

_ 、 _ r ( q ) r ( P ) _ r ( P ) r ( q )
P , 一 一一二二万一甲气一甲下二一 一 一, 二了了甲叮了 -下丁一

1
’

气q + P ) 1
’

气P + q 少

= B ( p
, q )

沐 r

” , _ _ 、

1 「1 ` p _ 1 , ,

I’ l 一 x 、 q s P 少 =
叫

二二- - - - -二 , l `
一

、 1 一 ` 少
一

u `

。 叹P ,
q )

J 二

( 1 9 )

所以
。

,

飞
_ 、 .

。
, _ _ 、

l xrr
` p 一 : , , ` 、

一
; J `

L’ ’ 、 “ , “ , ’ f ` 一 ` 、 “ ’ “ , 二
一

百硬瓦
~ .一

石了IJ
一 ` 、 ` 一 ` ’

`

一 “ `

、

`

J:
`
一 “ 一 ` ,

“
一 d`

{
三 `

( 2 0 )

根据 ( 2 0 ) 式再利用 日分布表
,

就可求得相应于
a = 0

.

9 9 5 , 0
.

9 9 , 0
.

9 7 5 , 0
.

9 5 , 0
.

0 0等的

1一 x值
。

4 学生化残差e’

未
标准化残差的检验用数表

,

文献 〔 2 〕与本文编算了一部分
,

但仍不能满足不同情况下使

用的需要
。

为此
,

定义另一种残差
。

。

卜 一一一兰 - 一一 -

a (艺)侧 1 一 h ; ;
(云= 1

, … , n ) ( 2 1 )

时称为
“
学生化残差

” ,

上式中的 a (幻是根据模型 ( 17) 求的 Q的估值
。

V = B (云)
一

X 一 乙 ( 2 2 )

,

用 B ( i )
、

不( 匀分别表示从 B
、
乙中剔除第 葱行以后的矩阵和向量

。

用 X ( i) 表示由模型 ( 2 2) 求

得的X 的最小二乘估值
。

X ( i ) = ( B ( i ) T B (玄)
一 ` B ( i )

T I (玄) ( 2 3 )

a ( i ) “ = l (落) T 〔I 一 B ( 艺) ( B (玄) t B (止)
一 ` B (玄) ? 〕葱( i ) / (

。 一 1 一 t )

学生化残差的优点表现在
:

( 2 4 ) 》 ~



沐

, 之
户

` 、

、 , 。 * 告
、

。 从
, 、 、 , 。 _ , , 、 , 厄 、 二 , (林 ` 1一 t ) a (云)

, 、 。 : 。 。 , .

丫 丫 ,
, 、

、( ` ) 在观侧误差
￡一付`“

, “ “ ’ 条件下:
一

’ i

和竺二

号井
生公芝分别服从于正态分布

和扩
` 。 一 : 一 , ,分布

,

且互相独立
。

因此 e誉就服从于自由度为 。 一 1 一 : 的 ` 分布
。

( 2 ) 当检验和剔除粗差时
,

若第 ` 个观河值中含有粗差
,

由于计算 Q ( i )
’
时 未采用该

观测值
,

从而排除了该粗差的影响
,

提高了检验功效
。

在计算。梦时不必对每个 `用 (2 4 )式求言i( )
, ,

可用下列的简便计算公 式 l( 狱 3 〕
。

口 (云) 2 ”
。 一 t 一 e誉
作一 1一 t

亡2 5 )

5 不相关残差W

,

飞r

对普通残差v 进行某种线性变换
,

可使变换得到的残差w 的各分量间互不相关
。

V 的协因数阵O
v

是秩亏 的
,

其秩等于。 一 `
。

这说明V中只有 。 一 t 个分量是线性独立的
。

对 v 作如下的线性变换
。

W = U
T
V

·

( 2 6 )

称 w 为
“
不相关残差

” 。 U T的行向量间具有正交性
。

即 : U T U 二 I卜
、

( 2 7 )

且 u 全还满足下列条件

U T B 二 0
.

( 2 8 )

这里的 0 是 ( n 一 t ) x t的零矩阵
,

在
。
~ N ( 0

, 口 “ I )的假定条件下
,

W一 N ( 0
, a蕊I

。 一 、
)

。

矩阵 U是确实存在的
,

对 O v 用雅可比方法作变换
,

使成为

Q w = U Q v U T

弄

O w为一对角阵
,

对角线上的非零元素为入
: ,

… 入
。 一 。 ,

它们就是 O v 的非零特征值
, U 中的列向

量就是 O v
的特征向量

,

取 U 中相应于特征值为入
, , … ,

入
。 一 。

的特征向量就构成了 U矩阵
。

关于 w 的应用
,

有以下两点意见
、

( 1 ) 当 :
一 N ( 0

, o “ )I 时
,

则 w
`
之间不仅不相关而且是相互独立的

。

因此可用它作 x “

拟合适度检验
、

偏
、

峰态检验及夏皮罗检验等
。

(2 ) 因氏
= 。 Z

wQ
,

记 s 二 D妥士 w
,
则 s = 〔: : , … , s 卜

,

〕T
为标准正态向量

,

且
: 、
间

是互相独立的
,

故拟用它作为检验粗差的统计量
。

取显著水平为 a ,

现确定临界值 忿
。 。

p (所有的 卜
;

}镇 s 。
) 二 p ( }

s `

!蕊
s 。

)
·

p ( 卜
2

} (
s 。

) …

p ( 15卜
,

}姆 s
一

) = p ( m a x
!s

;

1《 s
一

) = 1 一 a
,

( 5 0 )
云` . ~ t

检验的关键在于求出

河
刀l a X

i ` - 一 t

!
: ;

1的概率分布
,

为此先求 }
: 。

{的分布函 数 小( x) 和 分 布 密

度印 ( x )
。



小( x ) =

I, (` ) d` 二
`

J `
(` )d` +

l 了( t ) d云

印 ( x ) 二
d小( x )

d X
= f ( x ) + f ( x )

= Z f ( x ) =了
—

. 忍

2
一

专
— 已 .

本

若以 F
。

(二 )表示 r口 a X

i石 舀 一 t
!
: ;

1的分布函数
,

则不难证明
`

F
·

“ , = p

(】n a X

云` n 一 t

!
: ;

. 、 二

必
二 〔小(· )〕一

’

二

[J;了粤
一替{

” 一 ’

( 3 1 )

据此编算了 1】】a X

i心 . 一 t

! s
,

}的临界值表 (表 3 给出 a = 0
.

0 2 5 ; 0
.

05 的临界值 )

除以上四种残差外
,

还有其他的一些残差
,

因与测绘专业的应用结合得不密切
,

目前对

它们的研究也还很不够
,

故不作介绍
。

6 算 例 下
~

本文对一个测角网 (图 1 ) 进行 了平差计算
,

算得各种残差
,

并作了相应的统计检验
。

该网有 2 个巳知点
,

8 个未知点
,

38 个方向观测值
。

’ .

一

l
。

数据
_

I
J

组
:

是实侧的观测数据
,

观测精度 a = 2
.

0 0“
。

观测数据经过外业检核和各种统计检验
,

认为观测值中未含有粗差
,

系统误差亦不显著
。

l 组
:

.

在 7 号实测方向值上减去 8
“ , 在 20 号实测方向值上加上 8 “ ; 在 30 号实测方向值

上加上 8 “ ; 其余均为实测方向值
,

其数值与 工组的相同
。

凌

卜
图 工
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表 之

粗二…行
’

一
’ 一

{
钾一r

一

朽`

{”
`

…
’ 旧 l’ 11

一
、

户
_

一…
、 一 、 _一

{
一

下 !
’一

{
`

一
`

! {}
” 11 「11 ’ 二 ’

直遮遮盘皿血
\

、 “ 一 1 一 `

… } … { {… {… … … 1 … }
、
\

、 、
二

.

丫

1
` 5

…
` 6

}
` 7

1
’ `

…
` 9

…
2 0
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血组
:
在 4号卖测方向值上减去5 1” ,

在26号实厕方向值上减去 15
“ ,

上加上巧 ,’j 其余均为实测方 向值
,

其数值与 工组的相同
。

W组
:
在 3 号实测方向值上加上 1 5“ ; 在 27 号实测方 向值上减去 15

“ ;

上减去 15
扩 ;
其余均为实测方向值

,

其数值均与 工组的相同
。

2
。

计葬

在 34 号实测方 向值

在 31 号实测方向值 本

对于四组数据分别计算了
, ; 、 e

些残差
,

还计算了参数 X 的估值 x ,

列出这些数值
。

3
。

统计检验

( 1 )
e ;

检验
。

以 n 一 1 一 t = 1 1 ,

工组
:
全部的 }

e ,

! 《 1
.

9 1 6 。

; 、 ` 份
、

w
;

及 “ ; ,

这些数值列在表 4 中
,
为了求得上述这

协因数阵 O v ,

O
v

的特征值入
;

和特征向量矩阵 U ,

本文未

a = 0
。

0 5 查表 2 得临界值
e 。

.

。 , . , , , = 1
.

9 16

兀组
:

l 组
:

( 1
。

9 1 6
。

W 组
:

( 2 )

工组
:

11 组
:

111 组
:

( 2
。

2 0 1
.

W组
:

l
e , 。

1 = 2
.

4 4 ) 1
.

9 16多

}e
`

】= 2
.

5 9 > 1
.

9 1 6 ;

J
e 3 。

1 = 2
.

1 3 ) 1
.

9 1 6 ;

e x 。
} = 2

。

2 2 > l
。

9 1 6 ;

其余的 1
。 ;

} ( 1
.

9 16 。

}
。 。 `

卜 2
。
0 9 > 1

.

9 1 6 , 其余 的 I
e ;

I
~

丫
】e ,

}
=
I
e Z

} 二 l
e 3

}
=
}
e Z ,

1 = 2
.

9 2 > 1
.

9 1 6 , 其余的 l
e ;

}成 1
.

9 1 6
。

e梦检验
。

以 。 一 i 一 t 二 1 1
, a = 0

.

0 5查 t分布表
,

得临界值 t 。
. 。 2 。 , 。 : : , = 2

.

2 0 1
。 ~

全部的 }
e
钊落 2

.

2 0 1
。

}
e
贯

。

} = 3
。

3 0 ) 2
.

2 0 1 , }
e 盆

。

} = 2
.

5 9> 2
.

2 0 1 ; 其余的 !
e 梦}簇 2

.

2 0 1
。

】e士】= 3
.

7 3> 2
.

2 0 2; l
e
贯
。
} = 2

.

7 6> 2
.

2 0 1 , !
e竺、 } = 2

.

5 1 ) 2
.

2 0 1 ,
其余 的 }

e节}

}e贯} = !e盆} = l
e g l = }e盆

,

! = 5
.

1 9 ) 2
.

2 0 1 ,

( 3 )
: ;

验验
。

该网的观测精度指标 a 二 2
。

0 0“ ,

检验时取 a = 1
.

5 0
“ 。

以 n 一 t = 12
, 。 = 0

.

05 查表 5 得

其余的 }时 . 簇 2
.

2 0 1
。

根据实测数据算得 a = O
.

9 l6’ 。

作此项

默苍}
s ;

}的临界值
s 。 .

。 6
.

( : : , = 2
.

8 5 7
。

I 组
: m a x

i ` 1 2
! s ;

卜 1
.

10 < 2
.

5 5 7
0

}
S ;

! = 4
.

4 7 > 2
.

8 5 7
。

兀组
: m a x }

s ;

l = 3
.

4 7 ) 2
.

8 5 7
。

111 组
:

n 】a X

纽心 1 2

W组
:

】n a X

i ( 1 2

}
s ;

!
= 6

.

2 7 > 2
.

5 5 7。 荞

了 结
`

束 语

普通残差一般不能充分反映观测误差的分布情况
,

绝对值大的残差并不一定出现在误差

大的观测方向上
。

标准化残差和学生化残差的检验结果大致相同
。

有的观测方向中不含有粗

差但还是有绝对值很大的
e ;

和 。尹
,

有的观测方向中含有粗差
,

但它们的
e ; 和时的绝对值也不

是很大
,

不过在较多的情况下
, 。 ;

和。犷的绝对值大的方向观测值中确含有粗差
,

因此
,

对粗

差检验来说
, e ,

和。尹检验的总体效果还是较好的
,

其缺点在于还不能全部精确定位
。 e `

与时

的检验功效大致相当
,

但因为计算
。于必须先算

。
(乞)

,

故似乎作
。 、

检验要稍方便些
。

1l l a X

i 峪 。 ~ t

}
: ;

}检验有较好的效果
,

对于算例 中的四种情形均作出了正确的判断
。

卜 {



冰

建议对观测数据最好要进行多种检验
,

这样就有可能对观测质量作出正确的评价
。

对于
`

舰触l误差服从另外的一些分布和观测值中含有系统误差的情形
,

本文还未用模拟数据进行计

算分析
,

有待今后进一行研究
。
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