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三维网平差的方差分 t估计
*

盛 乐 山

摘 要

、

叫耳 本文将方差分量估计理论运 用于三 维网平差中
,

推导 出 了含 定向角未知数及消

去定向角未知数的方差分量估 计公式
,

并进行 了模拟和实例计算
,

从而 建立 T 合理

的三维 网平差随机模型
。

【关键词】 方差分量估 计 ; 三维网平差 ; 随机模型

在包含两种或多种不同类型观测值的平差问题 中
,

其随机模型往往难 以准确地建立
。

方

差分量估计理论对合理地确定随机模型很有帮助
。

本文将探讨利用方差分量估计来合理地建

立起三维网平差随机模型的有关理论和应用
。

1 误 差模型

斤
为了对某平差问题进行方差分量估计

,

必须正确地掌握该平差问题的误差模型
,

如果给

出的误差模型本身就不正确
,

那么再好的方差分量估计也无 法正确地求出方差分量估值
。

因

此
,

正确地建立误差模型是极为重要的
。

相位式测距仪的基本公式为
:

C
。

, △小 、

D 二 厂一止了
-

I N 十
~ : : , - D+ 化

艺枕 : J
,

\ 乙兀 /
( 1 )

式中
, c 。

为激光在真空中的传播速度
; n g

为标准大气条件下的群折射率 , 了
.

为测尺频率 ,

k 为仪器常数
。

分析各种 因素产生的误差
厂“ 〕 ,

可知测距误差是由两部分组成的
,

一部分为固定误 差
,

与距离无关
; 另

,

一部分为比例误差
,

与距离有关
,

即
:

。 孟
= , , 长+ m若D Z

( 2 )

式中
, 。 子为 固定误差 ; m 若为比例误差

。
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有些参考文献采用公式
:

沉 。 “ m
二
十 跳 b D厂

’

( 3)

笔者认为前式更为合理
。

对方向和垂直角观测值
,

假设它们分别是等精度 的观测值
,

方向观测值的中误差为
” : : ,

垂直 角观测值的中误差为 m 。 。

从 ( 2 ) 式可知
,

边长观测值中含有两个待估参数 m誉和 、 老
, 〔 2 〕中已从理论上证 明 了

利用方差分量估计不能同时准确求定 。 资和 m 老
。

事实上
,

在实际作业之前
,

要利用所谓
“
六

段法
”
来测定仪器的加常数 ( 固定误差 ) 和乘常数 ( 比例误差 )

,

由此可以确定 固 定 误 差

。
、

和比例误差 。 b 的大小
。

在实际观测过程中
,

固定误差受外界的影响 ( 如温度
、

湿 度
、

气压等 ) 很小
,

并且与观测对象 (如边长的长短
,

高差的大小等 ) 的关索也不大
,

亦即在正常

情况下 固定误差在观测过程中的变化是很小的
,

可 以认为是一个常数
。

而比例误差受外界因

素的影响很大
,

并与观测对象也密切相关
,

往往与标称值相差较大
。

基于以上理 由
,

我们在

以下的推导中都假定 m资不变
,

再利用方差分量估计求 m 老
, 。 于

, ,。
着

。

象 H el m er t 型方差分

量估计一样
,

它也是利用平差后的残差平方和来估计 m老
, 。 子

, 。 着的
。

以下还将通过 实 例

计算说明
:

假如 。 誉有较小的误差
,

那么可利用 m 忍较好地补偿 由于 , 资所 引起的误差
。

谁

扮

2 三雄网平差中含定向角未知数的方差分量估计公式

三维网平差的函数模型为
:

V , = A z + B , 火 一 f
:

V Z = B Z x 一 f
Z

V 3 二 B 。 x 一 f
。

C
:

x 二 f
二

( 4 )

式中
, v ,

.

, V : , v 。 分别是方向观测值
、

边长观测值及垂直角观测值的改正数
;

未知数
。

随机模型为
:

Z 是定向角
减

D L

一 e
1 T z ,

D
L Z = T Z + e

Z T : ,
D

L : = 。 s T s

( s a )

式中

m 省

T Z =

尹̀..lwe.ee、̀
、

一一|,几nT
,

( s b )

1
1

几

、

T I =

n Z 二
1 2

T 3 “

, 。 5
. n 3
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专

。
工 , 。; ,

0
。

分别是 m 子
,

m 亡
,

m音的方差因子
, D

L . ,
D L Z ,

D L :
分别是方向观测值

、

边长

观测值及垂直角观测值的方差阵
,

仍用 P : , P Z , : P 3

表示相应的权阵
,

令 氏
,

氏
,

e
3

的真值

等于 1
,

则有
:

p l = T了
’ ,

p Z 二 T万
1 , P Z

B 、 二 〔A B , 〕 , B

p : = ( T : + T Z

)
一 ’ ,

尸。 = T万
`

( s e )

并设
:

令
:

“ T针

: = 〔0 B Z B 3 “ 〔0 B 3 〕,
C “ 〔O C

:

〕 , Y T “ 〔Z T x T 〕
,、

力

八 、

y

瓦}
...2̀.二l、

、口̀...苦l产

小
f

f
, = f

二

则 ( i ) 式的法方程为
:

r B下p , B : + B玉p Z B : + B百P 。
B

3

{
.

卜

C
0

、
马

l
尸

~

闷耳

B Tp 工

了
, + B 百P :

了
2 + B百p 3

了
:

了
,

矛..̀.....,叮
1.气

一一

由〔 1 〕 ,
( 6 ) 式可得

:

V , = ( B ,

Q ; B下p , 一 I ) f
, + B :

Q ; 刀百p : f
Z

+ B ;

Q ; B百p 3 f
。 + v ?

V Z =
一

B :

Q ; B不p ,

f , + ( B Z

Q ; 玛 p Z 一 I ) f
Z

+ B :

Q 亨B百p 3

f
3 + V呈

V 。 二 B 3 Q ; B下p :

f
、 + B 。

Q ; B百p Z

f
Z

式中
_

:
.

Q 亨

N 七 b

V 呈
,

+ ( B 3 Q ; B百p 广 I ) 了
3 + V g

二 N万卜 N万巴c T N 下乏C N 百毛
,

.

N

一
C N 万亡C T

七 ( B Tp , B , + B百P
: B Z + B百p 3 B 3

)
_

V呈
, v g 为常数项

, I 为单位方阵
。

令
: R , 二 B ,

Q ; B百p , 一 I , R , 2 一 B ,

Q 亨B百p
Z ,

= B Z

Q ; B 百p Z 一 I ,

二 丑 3

Q 、月百
” “ ,

R , “ 一 B I

Q ; B百p 。

R : 3 二 B Z

Q 宇B百p 3

R 3 == B 3 Q 亨B百p 3 一 I

一卜

凡甄
P一歼= B Z

Q 亨

= B 。 Q 亨B百p : ,

RR

则有
:

省

D ( V :
) =

D ( V Z
) =

D ( V 3
) 二

R ,
一

D
卜 , R T + R : 2 D L Z R I

Z + R
, 。

D
L 3 R百

3

R Z ,

刀
L : R百

1 + R 2
D L Z R百+ 1之2 3

D
L : R毛

3

尺 3 I
D

r + R 3 Z
D

L Z R互
2 + R 。 D L 3 R百群
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由 ( 8 )式及〔 1丁可得
:

E( V T p: V,
)

召 ( V百p : V :
)

E ( V百p 3 V 。 )

= 8 , t r ( p , R I T , R l ) + t r ( p I R 工 : T Z R I
Z

)

+ G
Z t r ( P , 尺 , : T Z尺百

2
) + 0

3 t r ( p : R : 3 T 3 R百
3

)

二 0 , t r (尸
Z R : , T : 尺百

,
) + t r ( p : R 2 T Z R玉)

+ 0
:

( p 2 R Z T Z R百) + 8
3 t r ( p Z R : 3 T 。 R 百

3
)

= 0
, t r (尸

3 尺 3 , T , 尺百
,

) + t r (尸
, R 3 2 T Z R百

: )

刁
,

9
: t r (尸

3 尺 3 : T Z 尺百
:

) + 0 。 t r ( p 3 R 3 T 3 R 百)

谁

由 ( 9 ) 式经整理
、

化简后可得此时的 H el m er t 型方差分量估计公式为

`

n : + t r
( Q 少N

:
)

2 一 2 t r ( Q 犷N
l

) t r ( Q 亨N
:

Q 宇N 盆
` ’

洛

t r ( Q ; N : Q 梦N Z )

t r ( Q 少N
I

Q 字N 3 )

t r ( p Z p 万’ ) + t r ( Q ; N
Z

Q ; N 互
` ’ ) 一 2 t r ( Q ; N 姿” )

t r ( Q 贫N 3

Q 令N 盛” )

丫卜
、

、|
.

!|l,五2

OUn曰é矛子1
.

!
,

!1
苦
l、 ||

!
l

t r ( Q 宇N , Q 宁

八下

!./产

3

ǎ目11
`、、

t r ( Q 梦N
Z

Q

n 3 + t r ( Q ; N
3

)
2

N a
)

N
3

)

一 2 t r
( Q 亨N 3 )

戒
,V百p I

V
: 一 t r Q 亨N

;

Q 盛
2 ’ )

V百p Z V : 一 t r ( Q ; N
:

Q ; N 亥” ) + 2 t r ( Q ; N 红” ) 一 t r ( p Z p 万
`

)

V百p 3 V 。 一 t r ( Q 亨N
3

Q ; N 蓬
2 ’ )

( 1 0 )

了矛、̀...leses卫es月卫es

we
.

es、

一一

式中
,

N
, 二 B奚p , B : ,

N
3 二 B 百p 3 B : ,

N 。 、 = 万
, + N

: + N
。 ,

N
。 。 =

外
一减

C N 百忍C T ,

B了尸
2 尸万

`尸 Z B : 。

N
: = B姜P 2 B 2 ,

二 N衬 一 N百老C T
N议 C N万孟

,
N 毛” = B百p Z p 万

` p : B Z , N 毛
2 ’ 二

( 1 0 ) 式就是三维网中含 3 类观测值含定 向角未知数的方差分量估计公式
,

它便 于 实 际 计

算
。

需要指出的是
,

( 1 0) 式左边系数阵是非对称的
,

这一点不同于一般的 H el m er t 型 方差分

量估计公式
。

誉

3 三雄网平差中消去定向角未知数后的方差分蟹估计公式

消去定向角未知数后的法方程为
:

一一

、
|
.

|!!/<X仁扎

N
b b C王

C
二

`。 、。
,

r
, +

砚下压
·

卜。 : P 2

r
Z + 。百P 3

r
3 ’

}

’

xj {

( 1 1 )

0

/,

…
、

式中
,

N
b 、 二 B百P , B , + B T尸

, B , + B互p Z B Z + B百P 3 B 3 ,

( 1 1 ) 式实际上是原法方程 ( 6 ) 式

消去定向角未知数后的约化法方程
。

渗
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由〔 1〕可知
:、

Q 全 =N 扰 一 N 百忍 c互N 言苦 C
二

N 衬
,

N
。 。

= C N 百忍C T

今 为导出消去定向角未知数后 的方差分量估计公式
,

先导出如下几个重要关系式
,

因 O 亨

故有
:

二 N 言普一 N百老C T
N 言署C N万老

Q 令 N b 、 = I 一 N礼 C T N儿 C
U * U

对李式求迹得
:

t r
( Q 令 N 。 : ) = u 一 t r

( N万普C T N 言含c ) 二
u · `

·

u
:
一 S

、
.

.

!
挤

osI乙0lZwel,
.1、N 祝 C T

N 了 1 \

{
外因

N
b b C T

)

烤
C o ,j

故有
:

刃 Q 全 二 。

N介 CN祝 一 N况

产̀rllse、llZeese、

润即

顾尽上式则有
:

`

Q 全 N 、 b
’

Q 全 = ( I 一 N石乙c T N言荟C ) Q 全 = Q贫

有了上述关系式后
,

即可导出消去定向角未知数后 的方差分量估计公 式
,

因为
:

、!
.1/

Q 言 Q 言 全 0 O Q 言 宝N
。

Q 公 宝N 。

Q 宇N Z

Q 言 言 Q 公 0 N Q 八 N {
,

.

。 ; N 3

Q 全N 。

nU八U
月万苦产l
.

IL
.

一一

ǎ
日门U/

!
,̀ 、

一一

、 ll

l
we
.,l/

21!

l
`
we
、、

、

、.wel卫.̀seZ.rZ

l
、

J

、

一一

Q 犷N
: =

Q 犷〔 ( N
, 斗

·

N
Z + N

3
) 一 ( N

Z + N
3

) 〕 二 Q 梦N 、 、 一 Q 亨 ( N Z + N 3
)

、咬

1
.1

.

2。 Q 言公 N(
s 一

卜 N 妇

O Q 公 ( N
,

+ N 。 )

!.llweeseel/L
、

一

r.皿

一一

.才
!
l卫/。 、 N 、 ! ) 一

!
O Q 言 公N 飞”

O Q 宝N I
` ’

f O Q 全 公 N 气” }
Q ; N 、

` ’ “ }
二 _

{
又 0 口 言N 气

` ’ 户

式中
,

N 飞
: ’ = B百p Z B Z ,

N 飞
“ ` = B 百p Z B Z ,

N 。 二 B百p 3 B 3 ,

利用上式并顾及 ( 1 0 ) 式可得三

维网平差中消去定 向角未知数后的方差分量估计公式为
;

一卜

/ 。 , 二 u
z

一 u
二

+ ￡ + Z t r ( Q
1

Q
Z

) + t r ( Q
:

)
“ t r ( Q、 ” ) 一 t r ( Q

,

Q 、 几 ’ ) 一 全r ( Q
Z

Q 、 ` ’ )

t r ( p : p 万
’

) + t r ( Q
,

Q乡
` ’ ) 一 Z t r ( Q ;

荡

t r ( Q
,

) 一 t r ( Q
,

Q
Z

) 一 t r (口
,

)
“

t r ( Q
Z

) 一 t r ( Q
:

Q
Z

) 一 t r ( Q
Z

)
“ t r ( Q

Z

Q、” )

,玉2

OU一日U

氏

厂卜||||

:
、

!
.

J/t r ( Q
:

) 一 t r (口
工

Q
:

) 一 t r
( Q

:
)

2

: t r ( Q
,

Q
Z

)

n 。 + t r ( Q
:

)
“ 一 Zt r

( Q
:

) …
v 下p I V , 一 t r ( Q、 “ ’ )

一

卜 t r ( Q
;

Q 、
2 ’

) + t r
( Q

:

Q全
“ ’ )

了
V百p : V : 一 t r ( p Z p 万’ ) + Z t r ( Q 、 2 `

) 一 t r
( Q

,

Q、 2 ’ ) …V百p 。 V 3 一 t r ( Q
:

口
` : 2 、 )

/

11|||
r、

一一
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式中
,

Q , 二 Q ; N
, ,

Q : = Q ; N 。 ,

Q、 ` ’ = Q ; N 乏
` ’ ,

。 盆”
二 0 宝N飞”

。

4 迭代计算步膝与结论 冰

迭代计算步骤是
:

( 1 ) 将观测 值按不同类型分类
,

给定方差 分 量 m 于
,

m 苦
, , n
老

,
m合的 初 值 , 于。

。 、 ,

二圣
。 。 、 ,

m 若
、 。 、 ,

m着
、 。 ) 。

按 ( 2 )式计算第二设计矩阵的初值 T :
, , ,

丁、 , , 及 权 阵 的 初 值

尸 {
。 , ,

凡
。 , ,

瓦
。 ,

( i 一 i
,

2
,

3 )
。

( 2 ) 进行第一次平差计算
,

求得 3 类观侧值残差平方和的 第 一 次 估 值 V下P 、 “ ’ V : ,

V百p 轰
“ ’ V

Z , V百p 乌
“ ’ V 3 。

再按 ( 1 2 ) 式计算各方差 因子的第一次估值 e i
’ 、 ,

0、 ”
,

e丢
’ 、 。

( 3 ) 按下式计算方差分量 的 第 一 次 估 值
:

m子
、 : ) 二 吐 ” m 于

` 。 、 ,
m子。 : 、 二 m 子吸。 , ,

m毛
《 , )

,

= 时 ” m 毛
` 。

.

〕 , 二告
` : 》 二 0二” 。 若

` 。 , 。

并 由它们计算第二设计矩阵的第一次估值 T ) ”
,

一

砚
, , 以及权阵的第一次估值 P )

` , ,

砚
` , ,

下玉
, , ( i = i , 2 ,

3 )
。

( 4 ) 重复 ( 2 )
、

( 3 )两步计算
,

直至 }( e )
k ’ 一 e {

“ 一 ’ ) ) } < e ( ￡二 i , 2 ,
3 ) 为 止

。

笔者用 F O R T R O N 77 语 言编制 了带方差分量估计的三维网平差程序
,

进行了模拟和实

例计算
。

现将主要结果列于附表中
。

根据理论分析和计算可得出如下几点结论
:

( 1 ) 如果给定的固定误差初值与实际情况一致
,

那么用该方差分量估计模型能准 确 地

求出 m 子
,

m 毛
,

m告
,

即能准确地确定方向观测值
,

边长观测值和垂直角观测值的 权
。

表 中

的数据表明
:

方差分量估值与模拟值略有偏差
,

这是 由于摸拟误差 带有一定的随 机 性 引 起

的
。

( 2 ) 大家知道
,

边长的观测误差是 由 m荟和 m毛产 生的
,

对于一组边长观测值
,

它 们

的误差大小是确定的
。

如果给定的 m 荟比真值小
,

那么 二毛就比真值大
,

反 之 亦 然
。

m 子和

。 普之间必然存在这种内部补偿性质
。

实际计算也证实了这一点 (见附表 )
。

·

正因为 、 晋和 。 老之间存在这种补偿性质
,

所以当 m誉有小误差 时
,

对网的整体精度不

会有什么影响
,

但对每条边的精度是有影响的 (见附表 )
。

当 m普比真值大时
,

短边 的 精 度

低于实际精度
,

长边的精度高于实际精度
,

反之亦然
。

( 3 ) 对任意给定的初值 。 于
,

m普
,

m告
,

迭代计算总收敛于同一点
。

( 4 ) 如果我们假定已知 。 老的值
,

那么就可 以在估计过程中固 定 。 普
,

而求 m誉
,

m 子,

二音的估值
,

容易得 到完全类似于 ( 1 2) 式的估计公式
,

对此不再重复论述
。

倾少
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