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变形监测网优化设计的一种新算法

张正禄 李晓东

摘 要

本文提 出了主要按灵敏度准则进行 变形监 测 网二 类优 化设计的一 种新井法—
灵敏度准则拒 阵法

,

通过理论推导和算例分析
,

说明 了该算法的可 行性和与精度优

化 法相 比较的有效性
,

根据该 法所 编 写的程序可 用于经 典自由 网和秋亏 自由 网变形

监测 设计及讨已 有网的评价和改善
。

【关键词】 灵敏度
; 优化设计 , 变形监测 网

日! 镬奢
J . `二 J

变形监测网的优化设计是变形测量和变形分析的基础
,

对于变形监测网来说
,

除精度
、

可靠性和费用外
,

灵敏度是衡量其质量的重要指标
。

所谓灵敏度是指监测网在给定的误差概

率下发现变形的能力 川
。

由于变形监测的 目的在于证明被监测对象是否存在变形
,

因此
,

用

灵敏度作为监测网优化设计的主要准则最为合理
。

本文将从灵敏度的有关理论出发
,

提出合

理地缩减位移向量 d 的协因数阵 Q
d d

的特征值
,

根据网的灵敏度要求构成准则矩阵
,

并考虑

可靠性和费用准则
,

将优化设计化为二次规划问题
,

确定出既满足灵敏度要求又满足可靠性

要求的观测值优化权
。

1 变形监测网的灵敏度

由高斯
一

马尔柯夫模型

L ~ N ( A X
, a

若p
一 `

) ( 1 )

出发
,

按最小二乘原理可得坐标未知数向量 x 和单位权方差的估值
:

X = Q
二 二

A T P L

0 2 = V T p V /了

( 2 )

( 3 )

收稿 日期
:

1 9 8 8一 0 6一 2 8

DOI : 10. 13203 /j . whugi s1989. 02. 001



上面公式中
, L为服从多维正态分布的观测值向量 , A为图形矩阵

; p 为观测值的权阵
; f 为

多余观测数
; v 为改正数向量

。

在秩亏网中
,
Q

二 二

为 A T P A 的伪逆
。

对监测网进行周期观测
,

可得到各周期按式 ( 2 )
、

( 3 ) 计算得到的未知数向量及其

协因数阵
。

一般在作监测网优化设计时
,

假设各周期为不变设计
,

由 〔 l 〕可知
,

监测网的灵

敏度超椭球方程可 由平均间隙法
〔 “ ’ 导出

:

d百Q吉
d d 。 二 o

孟6孟
.

( 4 )

式中
,

d
。 :

在给定显著水平 a 。
和检验功效 日

。
下两周期位置 向量的显著性变形

;

Q
d 。 = Q

二 二 , 十 Q
x 二 : = ZQ

二 二 :

变形向量的协因数阵
,

按秩亏网设计时
,

为秩亏数

d 二 u

一 的奇异阵
;

0
孟

:

先验单位权方差 ;

6毛
:

非中心 F
: . 。 , 。 2 分布的非 中心参数的下界值 ( 或用 。 。

表示
,

参见图 1 )
。

通常
,

对 Q
d J

作谱分解来确定 变形监测网的灵敏度指标
,

即
:

Q
d d = S A S T ( 5 )

其 r f“

s = ( s
t s : … S

r

… S
。

)
:

模矩阵
;

A = d i a g ( 入
,入: … 入

r

口… d ) :
谱矩阵

。

入为 Q
d d

的特征值 ; S , , … , S
。

为相应的特征向量
。

在 ( 4 ) 式中
,

相应于 端 的变形向量

d 。

用

d 。 二 a 。 g ( 6 )

表示
,

式 中
a 。
表示 d 。

l
’

!勺模 ; g 表 示

代表 d 。

方 向 的单位向量 ( 又称形式

向量 )
,

即
:

a 。 = 】} d
。

日
,

1} 9 11
= i

。

将 ( 6 ) 式代入 ( 4 ) 式并整理得
:

图 1 中心 F 一

分布和非中心 F
一

分布 。 。 = 一含绝二
了 g T

Q吉
d
g

( 7 )

当变形监测网要求监测的变形向量 d 。
按 ( 6 ) 式分解并按上式计算得到的值

a 。
大于或等于

a 。

时
,

则认为所设计的网在确定的概率
a 。 ,

侈
。
下能发现所要求监测的变 形 向 量 ( 其 模 为

a D
)

:

d D = a D g , a D =
Jj d

D

JJ )
a 。 .

( 8 )

a 。

被定义为监测网对于变形形式向量 g 的灵敏度
。

不难看出
,

灵敏度与概率
。 。 ,

日
。

及

形式向量的方向有关
,

与网形和观测放的权有关 ( 由Q
d d

知 )
。

将 ( 5 ) 式代入 ( 7 ) 式 并

根据特征向量的性质
,

一

`
z]’ 得在址大特征值 入

n 。 二

和最小特征值 入
。 、 。

所对应的特征 向量 s ,

和

S
,

( 特征值按从大到小排列 ) 方向所能发现的变形向量为
:

d只
。 x 二 a 、 几 二

S , = a 。 6 。

训 入。 。 二

S : ,

d只
、 。 二 a 、 正 。

S
r = a 。 6 。

训 入二 ; 。

5
r .

( 9 )

S
;
刘方 向称为监洲咖均最不利监测方向

; S ,

与最大特征侦平方根的乘积称为网的主元 : “ ! 。



本文根据上述理论
,

由 d D

与 s 、
之间的关系来构成准则矩阵 Q

d d 。

在秩亏网
J

洁况下
,

Q
d d

有 d 个特征值为零 (见 ( 5) 式 )
,

它们所对应的特征向量构成 Q
d d

的零空 间的一组基
。

当形式向量属于零空 间时
,

按 ( 7 ) 式计算的灵敏度值
a 。

趋于无穷大
,

即这种变形不能通过检验发现
。

对于秩亏的测边网来说
,

这些向量代表网的整体 平 移 和 旋

转
, 若是测角网

,

还包括整体均匀缩放变形
。

2 按灵敏度要求构造准则矩障

由 ( 7 ) 式可见
,

当变形向量的大小和方向确定时
,

可根据先 验单位权中 误 差
a 。 ,

非

中心参数下界值 璐 和网的图形条件计算 Q
, 。
的准则矩阵 Q

d , 。

一般采用奇异值分解法
。

由 ( 5 ) 式得
:

i一叭
·

习间Q吉
d = s A + S 甲 =

) 式中的二次型 可表示为
:

5 1 S T ( 1 0 )

g ·
Q吉

d
g = :

吝去
( g ’ 5 1

, ` s万g ,
( 1 1 )

其中

令

】} S

f * = S Tg

` ’ ” “
d ` =

冬
, ,

是

( 1 2 )

( 1 3 )

( 14 )

定义 尸 为特征值 入
;

的灵敏度影 响系数
,

显然
:

f
` = ( g

, S 、
) = e o s a ` ,

( 1 5 )

a ;

表示 单位化形式向量与特征向量之间的夹角
。

用设计要求监测的变形向量 d 。
作为显著性变形向量的下界值 d 。 ,

用相应的 灵 敏 度 a 。

来确定 ( 1 4 ) 式中的特征值
。

由 ( 7 ) 和 ( 1 4 ) 式
,

当

部扮
9

1:
若一

去 ( 1 6 )

成立时
,

表示 d D

可通过假设检验

a o 二 a o占。勺 /入
。

在 a 。 ,

冷
。

下 ) 发现
。

因为

故定义 入。

式
,

有
:

为灵敏度特征值
,

它表示形式向量 g 所对应的一个伪特征值
。

( 1 7 )

将上式 代 入 ( 6 )

d 。 二 a 。 6 。

侧入
。
g

从不变设计出发
,

设观测值之间相互独立
,

先以等权观测为起始权
,

对矩阵

( 18 )

鱿
二

护
“
一;

一

A r

PA ( 1 9 )



按 ( 川 )式进行谱分解
,

按 ( 1 5 ) 式计算特征值的灵敏度影响系数
,

若 ( 理6 ) 式不成立
,

贝{j

应缩减特征值
。

若 ( 1 6 ) 式在优化前就成立
,

说明设计精度偏高
。

rC os ill a 提出了按比例缩减特征值的方法
「̀ ! ,

W im m er 采用缩减较大特征值的方法
[ 5 ) 。

经试验
,

均不适合变形监测网的仃j’ 形
。

前者基本保持 灵敏度超椭球的
“ 形状 ” 不变

,

相当于

普遍提高观测位的精度
,

后者改变了超椭球的
“ 形状 ” ,

使精度分布更均匀
,

故适合对于大

地网的优化
。

本文根据特征值的灵敏度影响系数 了
、
的大小来缩减特征值

,

其几何意义是
:

与形 式 向

最 g 愈平行的特征向量
,

相对应的特征值对灵敏度的影响愈大
,

愈应缩减大一些
。

这一思想

顾及了监 测网所监测变形向量的方向性
,

从理论上看
,

更为合理和严密
。

由 ( 1 4 ) 知
,

缩减各特征值
,

会使 g T Q吉
d g 的值增大

。

设特征值的缩减量分别为 c , ,

C : ,

…
,

C
r ,

在满足灵敏度要求的情况下
,

下列等式应成立
:

一C

”一卜+

_

二;一一
-
+

入
, 一 C 、

f呈
入2 一 C :

+ 二
。 毗端

_ 1

a
若 入。 ( 2 0 )

为 了使与 g 愈平行的特征向量所对应的特征值的缩减量愈大
,

以 尸 为权
,

设未知数为 E
二 ,

则
:

C
、

代入 ( 2 0 ) 式得方程
:

节E ( 2 1 )

石 了弓 1
名抽

—
一下 , -杯一 -一 = 。 一 ( 2 2 )

用迭代法解之
,

可得 未知数 E
二 。

缩减后的特征值为
:

入i

保持特征向量不变
,

= 入、 一 f节石
、

准则矩阵可表示为
:

( 2 3 )

Q
, 。 = s 八 s

`

r
( 2 4 )

其中

f寸1于 Q
} !

灵敏度准则笼又阵
。

灭二 d i a g ( 乳
x 久2 … 入

r

o… 0 ) ( 2 5 )

是按灵敏度特征值 乳。
计算并构成的

,

故一定满足灵敏度的要求
,

称之 为

3 构造优化数学模型

在求得按灵敏度要求的准则矩阵 Q
J d

后
,

的权分配
:

A T P A = Z Q吉
d

由干 P 为对角阵
,

故可将上式化为方程组
:

( A
T

O A T
) p 二 q

式中 O
: K h o t r i

一

R a o 积符号 ;

即可按 ( 1 9 ) 式反求满足灵敏度要求的观测值

( 2 6 )

( 2 7 )



( A”
O AT

)和“缩减 }
’

,勺K h· ` r `
一

R· o ,王
,

当矩 ,约三A为
: 又 “ 之̀. `,“

,

`红企“ 数为
夕

u ` u + ` , X ”

p 二 v e c d ( p )
:

将 p 阵按对角拉直
;

q = 、
一

ce h ( ZQ吉
,
)
:

将对称矩阵 ( ZQ吉
〔 ,
) 按列对 卜 角】咋拉

一般
,

因方程个数粤
、 ( 、 + 1 ) 大于未知数个数

。 ,

故 ( : : ) ;
一

℃无相容解
,

但存在最小二乘
一

’

2
-

一 ”
一

”
`

- - -
-

一

”
” 『

”
’ `

”
一

’

一一
’

解
。

采用改进的准则矩阵逆的直接逼近法
,

可求得满足灵敏度要求的最优解
。

在只考虑灵敏度准则的情况下
,

由于个别观测值的精度要求过高
; 或一 些观测值的权为

零甚至是负数而无法确定是否应该观测
,

当去掉这些观测值时
,

可能造成形亏
。

故所得到的

观测值权分配方案可能根本无法实现
,

因此
,

在进行监测网优化设计时
,

不 能仅考虑灵敏度

准则
,

必须加上其它约束
。

一个最简单而有效的约束是观测值的权必须大于或等于零
,

于是构成如下优化模型
:

}
m ǹ

LS
. 不

( U P 一 q ) T ( U P 一 q )

P 》 0

( 2 8 )

式中

u 二 A T O A T .

( 2 9 )

此外
,

还可加费用约束和可靠性约束
。

对于费用
,

一般用观测值的权总和小于或等于某

一给定的限值
,

表达为
:

I T p = w ( 3 0 )

其 中 I T = ( 1 1… 1 )

可靠性约束可按单个观测值的权的变化与其多余观测分量的变化之间的下述关 系
`“ ! 进

行
:

r ; ( 1 一 r百)
r { ( 1一 r ;

)
( 3 1 )

式中
:

p , , r ; 分别为第 i 个观测值的初始权及其多余观测分髦
; p丁

, ; : 分别为变化后的值
。

根据变形监测网的重要程度和平均多余观测分量的大小
, l

丁以大致确定观测值的最小多余观

测分量
:

r m 、 。 = m a x ( r
; m i 。 , r E 。 、 。

) ( 3 2 )

其中
; , 二 : 。

和 ; E 。 ; 。

分别表示按网的内部
一

可靠性和外部可靠性 计算得到最小 多余观测分量
。

在计算时
,

可参考下列取值
! “ 〕

V o 乙; ~ ( 5 ~ 8 )。
, i , 6 0 ,

一 ( 8一 1 0 )

即观测值 中苛发现的最小粗差为观测值中误差的 6 一 8 倍 ; 衡量外部 可靠性的影响因子为 8

到 10
。

用 r m ; 。

代替 ( 3 1 ) 式中的
; f

,

即可得可靠性约束
:

_ r :

( 1 一 r , .

)
p ; 乓一

.
-

一万
了

,’
~ 一、 p

r m i n
气 1 一 r i )

( 3 3 )

将 ( 3 0 )
、

( 3 3 ) 式的约束条件用



H P ( b

表示
,

则优化数学模型 ( 2 8 ) 式可扩展为
:

( 3 4 )

!
m ’ “ ( U p 一 q )

T
( U p 一

q )

H P 蕊 b ( 3 5 )

用二次规划法解上述模型
,

叩可得到既满足灵敏度要求
,

又满足可靠性
、

费用 等要求的最优

解
。

必须指出
,

由于初始权不可能给得合理
,

所以要通过逐次迭代逼近的方法
,

反复构成新

的改进后的灵敏度准则矩阵
,

直至满足某一给定的逼近质量指标为止
,

本文采用

}} d ! }
=
川

v e e ( 2 ( A T p A ) + 一 Q
d d
) 日镇 E 。 ,

( 3 6 )

E
。

为一 个足够小的正数
。

4 算例及分析

图 2为指导某一大型粒子加速器工程地下隧道 ( 虚线所示 ) 开挖的高精度实测地面网
,

同时兼做工程的监测网
,

用 M E 3 0 0 0施测了 21 条边
,

测边精度为 士 1
.

35 m m ,

要求通过重复

观测
,

能发现隧道横向 ( 图中箭头所示 ) 方向士 l m m 的变形
,

所以得
a 。 = 2

.

巧 m m
。

d D 二 ( d
二 : , d , r , … , d

二 : ,

= ( 0
.

9 0 6 , 一 0
.

4 2 3

一 0
.

1 7 4 , 0
.

0 0 0
-

d , ?

7 0 7 ,

0
.

0 0沙
,

0
.

7 0 7 , 一 0
.

9 9 6 , 一 0
.

0 8 7 , 一 0
.

9 8 5 ,

一 0
.

3 4 2 , 一 0
.

9 4 0
, 一 0

.

3 4 2 , 一 d
.

s 4 o )
.

取 a 。 = 0
.

05 ,

口
。 = 0

.

8 0 ,

由诺模图
! “ ’ 查得 6 。 = 4

.

1 2
。

在等权观测的情况下
,

由 ( 7 ) 式得
a 。 = 3

.

20 m m ,

因 a 。

大于 几
,

不满足要求
。

用模型

( 2 5 ) 式进行迭代优化计算
,

结果见表 i
。

表 i 中歹lj出了入
。 : 二 , 入m ; 。 , t r ( Q

d 。
)
, a 。

和逼近

质量指标 }}d }{ ( 3 6式 )
。

由表 中看出
,

经 10 次迭代
,

灵敏度
a 。
即可趋近要求值

a D ,

同时
,

随迭代次数的增加
, 久。 。 、 ,

入
。 、 。

和 t r ( Q
。 d

)都趋于一确定的值
。

表 1

迭代次数
一 入m a 二

八曰nU八U八nU目n
ù、仃éǎUù八UO1

.

2 4 3 8

1
。

1 4 3 7

1
。

1 2 7 9

1
。

1 3 6 7

1
.

1 5 5 1

1
。

1 6 7 5

1
。

1 7 3 2

1
。

1 7 5 5

1
。

1 7 6 5

]
。

1 7 6 8

O
。

2 8 5 7

0
。

2 2 5 2

0
。

1 8 4 6

0
。

1 6 0 3

0
。

14 9 2

0
。

1 4 4 6

0
.

1 4 2 7

0
。

1 4 1 9

0
。

1 4 1 6

0
。

1 4 1 5

t r ( Q
d d
)

6
。

9 5 6 2

6
。

8 3 6 2

6
.

7 1 9 1

6
。

6 3 5 8

6
。

5 9 3 6

6
.

5 7 5 1

6
。

5 6 7 1

6
.

5 6 3 8

6
.

5 6 2 5

6
.

5 6 2 1

3
.

2 0 1 9

2
。

8 9 9 0

2
.

6 8 3 6

5 5 2

4 9 1

2
.

4 6 7 0

2
。

4 5 6 5

2
.

4 5 2 3

2
.

4 5 0
一

6

2
.

4 5 0 0

.

3 4 x 1 0
一 l

。

1 0 X 1 0
一 1

.

3 7 只 1 0
一 2

。

9 6 X 1 0
一 3

。

2 0 x 1 0
一 3

。

3 5 又 1 0 一 4

。

5 9 X 1 0一 5

。

8 6 x 10
一 6

。

1 3 X 1 0
一 “

。

2 0 x 1 0
一 7



为了比较按灵敏度准则与按精度准则迸行监测网优化的结果
,

我们采用下述精度优化摸

{
` r ` ”

L到 P ;

) 二 m i n

对该网进行了二类优化
。

= 常数

将上述两种优化模型的观
L

测值优化权列于表 2
。

由表 2 可见
,

按灵

表 2

观*。边号…起点一终
,

。 按精度

优化的权

)

观汉叮边号…起点一终点 按精度

优化的权

O自,土八U,1傀̀
.一八“ù1土111生,l,1111

11!
.es
.

es
.

es.

es
l
.

l

es
` es

es
.

!
Ieses

..

…
1
.

11

1 一 2

1 一 3

1 一 4

1 一 弓

2 一 6

2 一 7

3 一 4

3 一 弓

3 一 7

3 一 6

4 一 5

4 一 7

按灵敏度

优化的权

0
。

9 0 2 7

1
。

5 2 3 3

]
。

8 1 5 0

l
。

4 6 2 8

2
.

6 9 8 1

2
。

8 7 7 4

0
。

5 8 9 1

1
。

0 8 0 1

l
。

0 5 4 弓

1
。

0 4 1 7

O
。

3 1 8 0

0
。

9 4 8 6

。

1 7 7 2

。

5 2 2 1

。

8 3 0 6

。

1 8 0 3

。

0 8 7 4

。

9 6 0 3

。

4 3 9 1

。

4 7 1 6

。

1 6 4 1

。

1 3 5 5

。

3 6 3 7

。

4 8 7 4

1 3

1 4

1 5

1 6

1 7

1 8

1 9

2 O

4 一 6

弓一 6

弓一 7

6 一 7

2 一 5

2 一 3

1 一 5

1 一 7

2 一 4

按灵敏度

优化的权

O
。

9 4 8 弓

O
。

5 1 8 6

0
。

4 1 6 2

0
。

0 0 0 0

1
。

8 5 0 7

1
。

4 2 6 9

1
。

1 5 1 0

1
。

5 4 2 1

节里一
L

卫二二生一

…
“

·

4些钊
一

三
一

夕一
` - -

一
_

_
一

_ }里色丝
0
兰注

6

a 。 J
1 2

。

4 4 9 6 ! 2

4 4 8 1

0 8 1 5

0 5 9 9

0 6 8 1

9 1 8 7

6 3 5 0

9 9 6 3

2 2 3 1

3 3 0 8

5 8 0 8

8 6 3 9

等权观测时
a 。 二 3

.

20 习 p = 21

2134弓6795101112

敏度准则与按精度准则优化的结果之间存在较大差异
。

例如 1 号边对精度贡献最大
,

而对灵

敏度影响较小
,

6 号边对灵敏度贡献较大
,

而对精度影响较小
。

从表中最后一行所列出的灵

敏度值
。 。

一

可看出
,

按灵敏度准则进行监测网的二类优化设计比按精度准则更为有效
。

图 2 和图 3 分别为按灵敏度准则和精度准则的优化权观测时
,

各点的点位误差椭圆和灵

敏度椭圆
。

由图可见
,

按精度准则优化时
,

各点间的点位误差椭 圆或灵敏度椭 圆大小相差不

大
,

且接近圆
;
按灵敏度准则优化时

,

则各点间的差异较大
,

且同一点上椭圆的长短半轴相

差也较显著
,

但各点的误差椭圆或灵敏度椭圆在变形方向上的投影明显地减小
,

短轴与变形

方 向更加一致
,

这也说明了用本文所提出的优化算法的特点
。

在不作优化按等权观测时
,

权之和为 2 1 , a 。

为 3
.

20
,

如果不改变权的分配关系
,

为了达

到灵敏度要求 ( a 。 = 2
.

4 5 )
,

需增加权 ( 3
.

2 / 2
.

4 5 )
“ = 1

.

7一倍
,

权之和 达 3 5
.

8 3 ,

增 加 了

70 环 ;
若按精度优化

,

在优化权基础上还要增加权 1
.

36 倍
,

权之和为 36
.

22
,

与等权观测相

当
。

而按灵敏度优化时
,

权只增加了 26 %
,

相比之下
,

节约权 40 ~ 50 %左右
。

此外
,

我们还按模型 ( 3 5 ) 式考虑了可靠性约束
,

其优化结果更趋合理
,

如第 16 条边的

权不再为零 ( 参见表 2 )
,

权的分配更均匀一些
。

总之
,

以 灵敏度为主要准则进行变形监测

网的优化设计是恰当的
,

它实质上是要求在特定方向上达到某一精度
,

因此
,

也可以说是一

种特殊的精度准则
。

灵敏度是对变形而言
,

指变形的可发现性
。
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灵徽度橄圈《应 )
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图 2 按灵敏度优化结果 图 3按精度优化结果

使用灵敏度准则矩阵法进行监测网优化设计的前提是
:

已知所要监测的变形向量 d D 。

优

化中观测值权的取整优化问题有待进一步研究
。
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